1* 2016 : TD des 14 et 16 novembre (semaine 9)

Déterminants

1. Calculer le déterminant de la matrice de taille n suivante :
2cosf 1

A= !

1 2cosf

2. Déterminant circulant.
Soient by, ..., b,_1 des scalaires, et A la matrice carrée de taille n définie par :
V(i,j) € [1..n]2 , a;j = b, ourestlereste deladivisionde j —i parn
a. Ecrire la matrice A .
b. On fixe w une racine n° de 1, et on pose X = [1,w, ..., w”*I]T )
Calculer AX et vérifier qu’il est proportionnel a X (X est ainsi un vecteur propre de A) .

1 1 1
, Wo W1 ot Who
c. Onpose w; = exp (iZ) et B = X N | ; calculer AB.
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d. En déduire det A .
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3. A= |p
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a. Calculer det(A — A), ou \ est un scalaire. Indication : bien que ce ne soit pas naturel, le
plus direct est de développer par rapport a la derniere colonne.

b. Dans le cas ou tous les a; valent —1 : calculer les valeurs propres de A, c’est a dire les
scalaires A\ pour lesquels A — Al n’est pas inversible.
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4. A = : " : avec ar, ..., a,_1 réels non tous nuls, n > 3.
O 0 Ap—1
ap --- Ap—1 an

a. Calculer A2, puis vérifier qu’aucun polyndme de degré 2 n’est annulateur de A .

b. Trouver «, 3 tels que A% — A — 31 soit la plus creuse possible, puis calculer
A (A? — oA — BI) . Donner un polyndme annulateur de A de degré minimal.

c. Calculer x, = det(XI — A) (bien que X soit un polyndme, on le considerera comme un
réel pour faire le calcul).

d. Vérifier que y 4 est un polyndme annulateur de A (théoréme de Cayley-Hamilton).



