I. Gomu no jet pistol : chaine d’oscillateurs et onde mécanique

I.1. Oscillateur harmonique

1. La position d’équilibre correspond & un minimum de I'énergie potentielle et vérifie done 1'équation :

V'(zgg) =0
'i_fuﬂe_&{req_rﬂ} (1 _ e_a(rzq_fu))) =1

I,Eq = I

Il s’agit nécessairement d'un minimum car V(z) = 0 et V(z,) = 0.

2. Avec le changement de variable proposé :
V(z) = Vo (1—e )
Un développement limité an second ordre en £ donne
V(x) = Vya’e?

On obtient bien une énergie potentielle de la méme forme que celle associée 4 un ressort :

avec |k = 2&21{3 .

3. Le principe fondamental de la dynamique, appliqué i la particule de masse m dans un référentiel
raliléen, donne 'équation différentielle ;

On identifie done la pulsation propre wy = 4/ £

La résolution de cette équation donne :

£(t) = B cos(wot)

(1)
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4. Dans le graphique suivant, V(2) et V,p,(2) désignent respectivement le potentiel de Morse et son
expression approchée,

Vapplz) V(z)
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1.2, Chaine unidimensionnelle infinie d’oscillateurs harmoniques

5. A l'équilibre, les atomes sont séparés d'une distance a et le choix de 'origine impose z,(0) = 0 done
2,(0) = na| On en déduit |uﬂ(t] = x,(t) — na |

6. La masse d'indice n subit deux forces de rappel de la part :
du ressort situé a sa gauche et de longueur I, = z,(t) — z,_1(t),
du ressort situé a sa droite et de longueur Iy = x,1(t) — z,(1).

Le principe fondamental de la dynamique, appliqué 4 la masse d'indice n dans un référentiel galiléen,
donne :

iy (t) = —k(ly — lo) + k(lg — lo)

On retrouve bien la forme proposée :

it (t) = pon [ttt + Un—1 — 2uy)

7. 1l s'agit bien d'une onde harmonigue puisqu’elle évolue temporellement de fagon sinusoidale. Uy repré-
sente 'amplitude de 'onde et w sa pulsation.

8. La fonction exp(iz) est 2m-périodique done la longueur d'onde doit vérifier :

wt — g(na + A) = wt — gna + 27

A==
q

q correspond done 4 la norme du vecteur d’onde.

9. En injectant la solution proposée dans I'équation différentielle obtenue précédemment on obtient :

_w‘lLrDei[wt—qn&) — Lt-‘.g [ rDEi[wt—q[n+l)a.J T Uue‘i{wt—q{n—lj&) o QLrDEi[wt—qnaJ]
w? = w.% [2 — elan _ e_i“'“]

w? = 2w [1 — cos(qa))

Avec le formulaire de trigonométrie en fin d’énoncé, on retrouve bien l'expression demandée :

w? = 4w sin” (%)

w (htr)
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24. Soit M un point de 'espace. Si on néglige les effets de bords, tout plan contenant le point M et le
vecteur unitaire u_}g est un plan de symétrie de la distribution de charge et donc, d’aprés le principe de
Curie, un plan de symétrie du champ électrique. Par conséquent, le champ électrique est porté par le
vecteur ..

De plus, la distribution de charge est invariante par translation selon les vecteurs ﬁ et t?; La norme
du champ électrique posséde la méme invariance,

E = E(2)e

Considérons dans un premier temps, uniquement la surface au sol, de charge —Q.

Appliquons le théoréme de Gauss en utilisant la surface fermée X, délimitant un cylindre d’axe (Oz)
et dont les deux bases, de surfaces S sont situées respectivement aux altitudes z > 0 et —z (on note
¥y et X9 ces deux bases).

ff Ep)it(pas, = @

Pex, -0

Le flux sur la surface latérale est nulle car le champ électrique est tangent & la surface.

ff Bp)7pyas,= [[ Bp)wds,— ([ E(P)ds, = £(:)S - B(-2)$

Pex, Pexn, Py

De plus, lorsqu’on considére la charge du sol seule, le plan (Ozy) est un plan de symétrie de la charge

et done du champ électrique. Le champ électrique étant perpendiculaire i ce plan @ E(—z) = —F(z)
Finalement, pour z = 0 :
an
Elz)= ——
(2) 20
On montre de la méme fagon que la couche d'air chargée crée, pour z < d, le champ électrique :
an
E 2= ——
(2) 20

D’aprés le principe de superposition, le champ électrique total est done :

E- D%
0

256. En calculant la circulation du champ électrique de la couche d’air jusqu’an sol :

sol z=0
Up = [ E‘.dﬁ%:[ _ T4,
Jair Jr=d £p

UD _ EfO'u

o

26. Applications numériques :

\.::D:l,sxm-’*'c-m-?

|E=20x10'V.m!|

27. Cette tension n'est pas dangereuse car elle est appliqué entre dewx points trés éloignés. On remarque
en effet que la valeur du champ électrique créé est bien inférieure (deux ordres de grandeur) 4 la valeur
du champ disruptif de 'air, valeur 4 partir de laquelle un arc électrique se formerait.,

28. En reprenant les résultats précédents, on a directement :

E = Fﬂ cos(wt}-:ﬁ




30. Dans la région située entre les deux armatures (vide de charge et de courant), les équations de Maxwell
s'écrivent :

Maxwell-Gauss : divg =10

Maxwell-Thomson : divg =0

Maxwell-Faraday : ﬁﬁ 3_8}

Maxwell- Ampére : Iﬁﬁ = [LEQ Bj

L'équation de Maxwell-Ampére montre que si le champ électrique est variable, alors le champ magné-
tique ne peut pas étre nul.

De plus, tout plan contenant 'axe (Oz) est un plan de symétrie du champ électrique et done un plan
d’antisymétrie du champ magnétique. Le champ magnétique est done orthoradial.

31. En calculant le flux des deux membres de 'équation de Maxwelll Ampére 4 travers une surface notée
5 délimitée par un contour fermé noté ', le théoréme de Stokes-Ampére donne :

. OF
55 B.4OM = poso [[ 7 as
Jo ‘3 t
En échangeant la dérivée et 'intégrale :

%Edm = o J]E?fds

Om obtient hien I'expression proposée avec :

1
&=
opo
by = [[ E7as
s
II.1. Ecrantage dans un plasma thermique
32. L'énergie potentielle dune charge e vaut :
E,=elU

33. En supposant que la densité est proportionnelle au facteur de Boltzmann :
==l
ny = Keks?

A haute température (T > %} un développement limité 4 'ordre 1 en % donne :

ell
n, =K |1—
- ( M)

1 ell
My = Me T

En notant ne = ny(V =0) :




34. De méme, en remplacant e par —e on obtient :

ell
n_=K|[1
i3 ( + k‘;;T)

35. Allures graphiques :
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36. En régime stationnaire, le champ électrique dérive d'un potentiel tel que E = —gradl/. L'équation de
Maxwell-Gauss donne done : o+ en
div (gﬁﬁf) il i o
£0

En utilisant le formulaire et les deux questions précédentes :

Meel7
AU -2 o9
kpT=o

Ou encore :

1d*>U  2n.e*U
r d?r n k;gTE‘g

37. Avec le changement de variable proposé, on obtient directement :

Az 2n.e?
dQT‘ - kf;TCu
Et donc :
kHTC
A =
b 62

38. On obtient la solution :

Z(r) = Ae 5 + Be' b

On a nécessairement B = 0 pour que le potentiel et le champ électrique ne divergent pas a l'infini.

A =
U[;) — ?e Ap

En supposant que lorsque r << Ap le champ électrique créé par 1'ion situé A 'origine devient prépon-
dérant, on doit done avoir :

€

T o
v (-r] r—0 4?.'1‘0?‘

On identifie ainsi A = h‘—n et on retrouve donc l'expression proposée par I'énoncé.

39. On en déduit la densité vé»lumique de charge :

p(r) = —en_ +en,



3 .

Ne€ I =

_F—_E n
2meokpl 1

On en déduit, par intégration, la charge contenue dans une sphére de rayvon r :

p(r) =

. e r'=r = ;—‘:2?
Qr) = J” p(r")dV = / [ / p(r)r' sin(0)dr’dfdy
1""{?" Jri=0 JOI=0 Jp=0

] I
n .E‘a m=r _
£ r'e *pdr

Q(r) = -

cokpT J_p

T )

I1.2. Deécharge du condensateur de plasma

40. v s'exprime en 2 ! . m~ L

41. D’aprés la loi d’Ohm locale :

7=1E

— LE:
J— ﬂt?"ﬁ
£o

42, Un bilan de charge sur la couche d’air chargée donne :

d T
S N u_’:b
dt
d('go—air] o _n(cra?;r g
df L e
On retrouve bien la forme demandée :
dogir il
i + Eﬂaw =0
. o
avee |T = — |
~
43. La résolution donne directement : )
a(t) = ape

T air

44. Application numérique :

T=89x 10735




