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Intégrale de Riemann

a) Fonctions en escalier et fonctions continues par morceaux

Dé�nition d'une fonction ϕ en escalier sur [a, b], d'une subdivision de [a, b] associée à ϕ. Ensemble des

fonctions en escalier sur un segment. Ensemble des fonctions continues par morceaux sur un segment ;

opérations.

Approximation des fonctions continues par morceaux sur un segment par des fonctions en escalier : étant

donnée une fonction f continue par morceaux sur [a, b], pour tout réel ε > 0, il existe des fonctions ϕ et

ψ en escalier sur [a, b] telles que : ϕ ≤ f ≤ ψ et 0 ≤ ψ − ϕ ≤ ε.
b) Intégrale d'une fonction en escalier sur un segment. Linéarité. Positivité. Croissance. Relation de

Chasles.

c) Intégrale d'une fonction continue par morceaux sur un segment.

Notations :
∫
I f(x)dx,

∫
[a,b] f(x)dx. Dé�nition de

∫ b
a f(t)dt.

Linéarité. Croissance ; inégalité
∣∣∫

I f(x)dx
∣∣ ≤ ∫I |f(x)| dx. Additivité par rapport à l'intervalle d'intégra-

tion, relation de Chasles. Valeur moyenne d'une fonction. Inégalité :∣∣∣∣∣
∫
[a,b]

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
∫
[a,b]
|g(x)| dx.

Une fonction f continue et à valeurs positives sur un segment est nulle si et seulement si son intégrale

est nulle. Approximation de l'intégrale d'une fonction f continue sur [a, b] par les sommes de Riemann :

S(f, σ, (λi)i) =
n∑

i=1
(xi − xi−1)f(λi), où σ = (xi)0≤i≤n est une subdivision de [a, b] et (λi)1≤i≤n est une

suite de réels telle que : ∀i, 1 ≤ i ≤ n⇒ λi ∈ [xi−1, xi].
d) Intégrale fonction de sa borne supérieure

Propriétés de l'intégrale fonction de sa borne supérieure. Formule d'intégration par parties. Applications :

formule de Taylor avec reste intégral ; intégrales de Wallis. Formule de changement de variable. Utili-

sation du changement de variable pour exploiter la périodicité, les symétries.

Primitives des fonctions usuelles. Calcul de primitives.

e) Brève extension aux fonctions à valeurs complexes

Dé�nitions. Primitive d'exponentielle complexe, inégalité des accroissements �nis pour les fonctions à

valeurs complexes. Formule de Taylor avec reste intégral.

Questions de cours (énoncés et démonstrations) :

� Approximation d'une fonction continue par des fonctions en escalier sur un segment.

� Propriétés de l'intégrale d'une fonction en escalier, d'une fonction continue par morceaux.

� Une fonction continue, de signe constant et d'intégrale nulle sur un segment est identiquement nulle

sur ce segment.

� Somme de Riemann d'une fonction continue : dé�nition et théorème.

� Propriétés de l'intégrale fonction de sa borne supérieure.

� Formule d'intégration par parties, intégrales de Wallis.

� Formule de changement de variable, utilisation pour exploiter la périodicité, les symétries.



Savoir-faire :

Utilisation de la formule d'intégration par parties, de la formule de changement de variable. Calculs de

primitives. Sommes de Riemann.

Exercices faisant intervenir les propriétés des intégrales, l'intégrale fonction de sa borne supérieure.


