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1) Cinématigue du point
1-1) Point mobile par rapport a un repere R :

NI

OM \j:::f Fonctions
' B T du temps

Soit le point M défini par ses trois coordonnees : M = [ y(t)
(cartésiennes par exemple) Z(t) |

—>

On définit le vecteur position OM | OM = X(t) X+ y(t) y+z(t)

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



1-2) Trajectoire du point M :

Trajectoire
du point M

NI

Le lieu de I'espace decrit par M quand t varie est app
la trajectoiredu point M.
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Dérivation du vecteur position

VM,R:PO_M’

dt @

B il s’agit d’une vitesse instantanéet qui peut evoluer dans le temg

» O doit étre un point fixe dans R.

Cinématique Dérivation Cinématique
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1-4) Accéleration du point M par rapport a un repeR :

Dérivation du vecteur vitesse

d d2 —
MR = EVM/R = —OM

dt?
: (IR

B il s'agit d’'une accelération instantanée °

» O doit étre un point fixe dans R.
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2) Dérivation vectorielle
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2-1) Dérivation d’'un vecteur mobile par rapport anuepere R :

Soit le repére R : R(O,)?, Y, 2)
. g
Soit le vecteur U de composantes :

O

Z
-7
y
U = y(t) U est écrit dans R /O\
] Z(t)® X y

PU _ X0 o, O b))
dt R dt dt dt

= X()xX + y(t)xy + 2(t)xZ =

)
y(t)

| AL)_

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide




2-2) Changement de repere de

dérivation d’'un vecteur mobile|:
Soient deux reperes :

R(O,%,V,2) et R(O,%,V,,%)

. —
Soit le vecteur U écrit dans;R
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U =x(t)x% + y(t)x, + z(t)xZ, =] y(t)

— [—U} = [x(t)x7<1+ y(t)xy, + Z(t)le]
/R

o
/IR

Cinématique Dérivation
du point vectorielle
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0, a”
dt Jp Ldt g

—_—

+V
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—_—

avec |V

at

{x@x(dm +y( 420
/R

dZ(t)j }
t) x| —2
jmz() ( dt )

Placons-nous dans le cas particulier ou la position du repete R
par rapport au repere R est définie par le seul ana :

==) rotation autour de I'axe Z = 7,

) <

r

= cosa Xx+snay
—sing X+cosa 'y

[
N

N i
[

y

Cinématique

Dérivation
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Calculons la dérivée de chaque vecteur unitaire du repeye R

v 1Y

X =cosaX+snay

[gil} :[iil} X :{i(cosaiﬂ,inay)} X O
dt /R /R da IR

(-sina x+cosa y)|xa =ay, == [iil} =a 7, UX
IR

Cinématique Dérivation Cinématique
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Y, = —sSina X+cosa y

Gl

I |
Py

I
1
o
Q‘Q

|:<l
I |
Py

X

(@

|8

I

(-cosa x-sina y)

—

—

Cinématique Dérivation
du point vectorielle

da

—

XQ =—0 X ==

d PR .
[— (-sina % +cosa y)

/IR

|

d

at

5
/IR

=a z y

Cinématique
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avec :| V = {x(t)x(d );(Ilt(t)j N y(t)x(d Y(;lt(t)j z(t)x(d Zl(t)j }
/IR /R /R

dt

[Eil} =a z UX [d yl} =a zy, [—zl} =a z Uz
/R /R

V = x(t)x(a 2, 0%) + yt)x(a 2, 0%,) + 2(t)x(¢ z 0z)

—
= V = dfz|d[x)xx + y©)x, + 20)x 2] ()

1 U= y(t)
— 3 = _ Z(t) o

=) V=¢g2Z0OU

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide
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En utllls_ant les angles d’EuIe\r V=g 700
(pour orienter R par rapport a R)

et en généralisant le calcul F =7 j
précédent on obtient : @ 1 Tz=k
— . N Aﬁ_
V=(pz+8u+¢ z)00 Rotaton |+ (1)
propre > Y
On adonc:

/ /
—_— X].

nutation 7 . _
| = U

—

[d U} :[d U} +(pz+6u+¢2)00
/R IR

dt dt

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



—_— -
|

P U} :P U} +(pz+8u+¢ )00

Déefinition : on appelle vecteur rotation de1
par rapporta R le vecteur?

Qrir =¥ Z2+00+¢ Z

Ce vecteur rotation caractérise a tout instdidrientation

du repere I, par rapport a R c’e<a-dire qu'il précise

B I'axe instantané autour duquel tourne Rpar rapport a R.
» la valeur de la vitesse angulaire instantanee en rad/s (sa nori
» le sens de la rotation (son signe,

Nota : QRllR est independant d’'un quelconque point d’applicatio

QRllR

=—Qg/p

me).

Cinématique Dérivation
du point vectorielle

Cinématique
du solide
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On obtient ainsi la formule de changement de repere de derivatia

Formule de Bour

[EU} :PU} - U020

Cinématique S Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >
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3) Cinématigue du solide

3-1) Solide indéformable :

En cinématique on fait I'hypothese que les solides sont indéforraabl

=m) |a distance entre deux points de ce solide reste
constante au cours du temps.

==) |a position d’'un point quelcongque M reste constante
dans un repere affecté a ce solide.

==) On confond en genéral le repere affecté au solide
et le solide lui-méme.

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



3-2) Points geomeétrigues et materiels :

Un méme point peut appartenir a plusieurs solides et donc
avoir des vitesses différentes.

Exemple :

Soit un cylindre C (repere R qui
roule sur un plan fixe P (repere R).

<l

On appelle | le point de contact ¢
entre C et f

En | on a en fait trois points « différents » :
» le point | matériel appartenant au cylindre en mouvement.

> le point | matériel appartenant au plan fixe.
B le point | géométrique qui traduit le contact cylindre/plan.

Nota : ces 3 points sont confondus seulemaritinstant t.

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >
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Nota : 'QC/F;Z a7

On notera les différentes vitesses

de la facon suivante : o
0 (P) |

Xl

V¢ /Fé vitesse du point matériel | appartenant a C par rapportg

V,p /R; vitesse du point matériel | appartenant a P par rapport a

>

V|, Vitesse du point geometrique | par rapport a R

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



3-3) Vitesse d’'un point
appartenant a un solide :

Pour un point matériel quelconque M :

Dérivation du vecteur position

> d E ——
Vvos/r :[EOM}
/R

B il s’agit d’une vitesse instantanéet qui peut evoluer dans le temg

» O doit étre un point fixe dans R.
€ )

7 T
Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >
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3-4) Changement de point pour les vecteurs vitesses

Un solide indéformable est un ensemble de points materiels dont
on peut calculer, pour chacun, la vitesse en appliquant la
deérivation vectorielle.

Toutefois la cinematique d’un solide en mouvement possede des
particularités qui permettent une etude simplifiée du mouvement
global sans avoir a étudier chaque point individuellem

Cherchons la relation entre les vitesses de deux points A et B
d'un méme solide S en mouvement par rapport a un repere R.

VADS/F\: =1 (VBDS/F\: ) ?

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >
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Vaosir = 1 (VBDS/R) ?
» 1) Formule de Bour : Q
dt /R IR
—> —_>

O car AB est fixe dans R

Nl

(S)

Xl
‘<l><l

» 2) Par ailleurs: AB=AO+0B=-0A+0B

d — d — d — [ }
— AB| =-|—O0A| +—0B| =|-V +V,
) [dt }/R [dt }/R {dt }/R AOS/R BOS/R

On en deéduit : Qr/r OAB=-Vyi5r *Varsir

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



Qr/r UAB = =Vg/r *Veosir

Nl

== Vas/r = Veosir ~Qryr U AB

. . . 0 %
(R, est le repere associé au solide S) )—{/‘\Xl
y

Formule de changement de point

VagD = Ve * g 1 BA

—> ou alors

Vaosir = Veosir T AB U Qg g

Cinématique Dérivation
du point vectorielle
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3-5) Cas de la translation :

Pour un mouvement de translation du solide S/R on a ;

Qgr =0

D'oU  Vygr =Vagr tABOQgr ==

Vaosir = Veog/r Ut

Tous les points ont la méme vitesse a un instant donné

Nota : cas de la translation circulaire.

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



3-6) Cas de la rotation autour

d'un axe fixe :

R, est le repere associe au solide S

ablzr)?l

Supposons une simple rotation
autour de I'axe fixeOz

Q. r=a7=07%

Viaosir :%"'AO O0Qgr="rX Laz=ray

Pour une vitesse angulairevdonnée, la vitesse d’'un point
est proportionnelle a I'éloignement du centre de rotation.

-

"V = Re”

Cinématique
du point

Dérivation
vectorielle
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Un triangle traduit graphiguement la proportionnalité de la
vitesse du point avec le rayon (pour une vitesse angulaire donnée)

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >
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3-7) Composition des vecteurs vitesses .

Soient deux solides,Jrepere R) et S (repere B) en mouvement
I'un par rapport a l'autre et en mouvement par rapport au repere R.

VADSZIF\: =1 (VADSZ/s;) ?

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >
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Formule de composition des vecteurs vitesses

Vaos,ir = Vaos,is T Vaos iR
N N

/7’

\

Vitesse absolue

Vitesse relative

Vitesse d’entrainement

Cette formule se généralise en faisant une
relation de Chasles sur les indices.

Cinématique
du point

Dérivation
vectorielle
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3-8) Composition des vecteurs rotation :

Utilisons trois fois la formule de Bour :

4/14

g
d — .
|: i| :|:Eui| +QR1/R2 U ‘
IR, IR
d — .
R LAt 1R
d — .
R LOU /R,
@ @ @® = 0-0,, 0U+Qy OU+Qp ,x0U
= 0= (QRlle + Qg + QRZIR)DU
CrenIiE s
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0= (QRllRZ + Qpp + QRZIR) UU

= Qg g, +Qrg T Qr,r=0

Formule de composition des vecteurs rotation

= | Qg r = Qg r Qg R

Cette formule se généralise en faisant ung
relation de Chasles sur les indices.

-
£

F o L the 2 -
L F . - b, Ty F Y '
o s - - T
. P e iy 5 ;
¥
L - =

Cinématique Dérivation Cinématique
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3-9) Accéleration d’'un point
appartenant a un solide :

Pour un point matériel quelconque M .

Dérivation du vecteur vitesse

-_[d 1| d? =
Mos/R = EVMDS/R =| — OM

2
/R _dt J/R

B il s’agit d’'une acceléeration instantaneet qui peut évoluer dans
le temps.

» O doit étre un point fixe dans R.

Cinématique Dérivation Cinématique
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3-10) Changement de point pour 5
les vecteurs accelérations :
Soient deux points A et B d'un méme
solide S (associé au repere)Ren
mouvement par rapport a un repere R o

Dérivons la formule de changement dei/.\y

point des vecteurs vitesses :

2

(S)

l,}«

Veosir = Vaos/r TBA U Qg
d d d
=) (_VBDS/Rj = (_ ADS/R) "'(_ (BA ] QS/R)]
dt i dt r\Ldt iE

d — — d
=) [p5R = rADS/R’{(a BA)/JD Qg g + BAU (a QS/R)/R

dBA
Gt

+ Qg OBA
/s

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



dt

— d
= [gg/r = rADS/R"‘(QS/R L] BA) UQgg + BA D(_ Qg/r

d .
== [gos/r = as/ir + BA I (a QS/R) t (QS/R [ BA) UQg/r
/R

Veosir = Vagsir T BA L Qg g
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3-11) Composition des vecteurs accelérations :

Formule de composition des vecteurs viteSSW

e

—_—

Va0 = Varir ¥ Vawo

—_— —

Dérivons cette expression :

d ——

—V
g | A2/

el

d ——

—V
gt A

1

)l

d ——

—V
gt | AL/o

1

),

r d—— d
A2I0 I — Vi |+ Q0 WV ||| = \Vomro + ACL U 20
dt /1 dt /0
Formule de Bour hangement de point
rADZ/l I 041/ 0
Cinématique Dérivation Cinématique
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/-ADZIO

—_———

& d . 10/14
= ppin ¥ €20 UWNVapn t Moo + (E(Aol L -Ql/o)j ]
/0

4

( Olj U2y 0|t AQ, D(d_-Ql/O
/0

|

d
1/0 —
E{d /0 (dOAj + Q. COA
/1

t

_—

VADZ/ 1

=) [ a0 = Taen + Quo WV + Tomio +

——

Q0 D(VAD2/1+ Q2,010 A)"' AQ D(

d—>
dt 1/0

Cinématique Dérivation
du point vectorielle
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U poio = Tamoin + Q00 WNVampn + Moo +

B ———

d——
Q0 D(VAD2/1+ Q10 DOA)"' AGQ D(dt 1/0)
/0

B ———— B ————

=) [ p0 = M aein {1 Quo BNVam [t Tomio t

. um d .
Q1o WNVama [t Q10 D(-Ql/o 1O A) + AQ D(dt 1/0)
/0

On avait etabli la formule de changement de point pou
vecteur accélération :

d .
« Igos/r = lans/r + BAU (a QS/R) i (QS/R L BA) Qg g »
/R

En posant 1 pour S, O pour R, A pour B et Pour Aon a:

o B e . e
I pnio = Tomio AOl D( -Q1loj T (-(21/0 [ AOl) U0
/0

dt

Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide >



D’ou la relation finale :

Formule de composition des
vecteurs accélérations

f

—_—_———

[ aoio = Tamoin T T awo T 2%XQp0 LV

7

A\

Accélération

relative

Accélération
de Coriolis

Accélération

Accélération
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absolue d’entrainement
Cinématique Dérivation Cinématique
du point vectorielle du solide




Hémisphere sud

(Réunion)

Hémisphére nord
(Guadeloupe)
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