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1) Représentation générale d’'un SLCI par une equation differenéel

e(t)

s(t)

Consigne d’entrée Variable de sortie

\4

Systeme >

Un systéme linéaire, continu, invariant, mono vahbke peut étre décrit par une
equation differentielle linéaire (a coefficients ogtants) de la forme suivante :

d"s(t) d’s(t) ds( )
a, x +..... a, X +a, X +3a,xs(t) =
dt" dt*
d"e(t) d e(t) de(t)
i e +b, x +b, x + by, x et)
dt
’ao ..... a, et bo ..... bm sont des constantes
& " est I'ordre du systeme
m<n
Equation Méthode Comparaison Définit P iate Fonctions Tableau
différentielle de Laplace math / SlI Sl e courantes récapitulatif
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2) Méthode de résolution de I'équation differentielle

n
Ld"s() |
dt"

+3,xs(t) = by, defrfwt)+ ...... +b, x

d e(t) de(t)

50, 0

dt2 +blx

+ by xe(t)

L’outil mathématique qui va nous permettre la résiilbn de ces équations
differentielles (ordre maximal de 2) est la transfoée de Laplace.

Cette transformation va nous faire passer d’'une @gjon difféerentielle
a une équation polynomiale, plus facile a manipuler

(p)x Y axp' =E(p)x Y bxp
i=0 i=0

Dans le domaine temporel, la variable est le temnﬂ,éa

Dans le domaine de Laplace, la variable est nc@ [ ——
(ou@ dans les pays anglo-saxons)

Equation Méthode Comparaison - . 3 Fonctions Tableau
iy ) Définitions Propriétés . . :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif [~



3) Comparaison méthodes de résolution math / S| =

équation sans

solution générale
f> second membre |:> (composante transitoire) E@
equation solution
(g—|  (diférentell &N Iath » foole

avec second membry¢

équation avec solution particuliére
second membre |:> (composante permanente) [ i

1%

conditions

initiales
equation équation écomposition en solution
@ différentielle ‘ algébrique I"IO”’& connues ” ‘ finale

avec second membrs T T T

transformées de manipulations transformées inverses
Laplace algébriques de Laplace

1%

Equation Méthode Comparaison - . 3 Fonctions Tableau
.y . Définitions Propriétes i : :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif ~
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4) Définitions
B> On dit qu’une fonction du temps f(t) esteausale» si elle vérifie :

ft) =0 pour t<O

> On appellera la fonction dHeaviside
(ou existence ou identité ou unitaire ou échelonité)

la fonction U(t) telle que :

pour t<0=y u(t)=0
pour t>0 = u(t)=1

mmm) (uelle que soit la fonction f(t): f(Ru(t) est obligatoirement causale.

Equation Méthode Comparaison PP . 9 Fonctions Tableau
.y . Définitions Propriétes : : :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif [~
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> On définit la transformée de Laplace d’une fonctiarausale f(t):

() —5> F(p) = [ &P xf(t)xdt

ou p est une variable complexe

On notera la transformée de Laplace de la fonctimmporelle f(t) :

F(p) = L[ (D]

Equation Méthode Comparaison PP . 9 Fonctions Tableau
.y . Définitions Propriétes : : :
différentielle de Laplace math / Sl courantes recapitulatif [~



5) Propriétés « B

4
y

P Existence et unicité :
Soit f(t) une fonction du temps.

Si f(t) est continue par morceaux pouer[O; +oo[ etsi lim e'xf(t) estfinie

t—>+00

alors f(t) admet une transformée de Laplace ungju-(p) et inversement

P Linéariteé :

@b OR?  Llaxf () +bxf,0)] = ax L[T,()]+ bx L[ f,(t)]

P Produit de deux fonctions :

A .
@- L[ (D) x

) §)

Equation Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
.y . Définitions Proprietes : : :
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p Dérivation: L[ f'(t)] = _[:oe_pt x ' (t)xdt o124

Faisons une integration par partie :
/

~

Si u et v sont deux fonctions derivables sur undantalle |, et si leur dérivée
u’ et v’ sont continues sur | alors quels que sotemet b eléments de | :

I:U'(t)XV(t)th = [U(’[)Xv(’[)]lg1 —LEU(t)xv' (t)xdt

(& 4

u'n) || v

fo S
LIF([M)] = jo e Pl x f'(t)xdt

= [emx ]y - [ @) xfoxa
v(t) u(t) V'(t) u(t)

Equation Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
-y . Définitions Proprietés . :
différentielle de Laplace math / Sl courantes recapitulatif [~
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Lrrm]=[ePxf@]s" - [ @) < f@xdt

(B £(0) - [ (~pxe)x F(t)xdt

p{j;me'pt x (t)thJ— f (0)
L] 1(t)]

L[F(@®)] =pxL[T(Y] - f(=0)

Dériver dans le domaine temporel « revient a » mulgp par p
dans le domaine de Laplace (aux conditions initialpres).

Equation Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
.y . Définitions Proprietes : : :
différentielle de Laplace math / Sl courantes recapitulatif [~
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p Dérivation double :

L[ ()] =pxL[T(t)] — T'(=0)

= px{px L[ f(t)] - f(=0)} — F(=0)

mm) | LIF(1)] = PPxL[f(t)] — pxf(t=0) — f'(=0)

Equation Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
.y . Définitions Proprietes : : :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif ~
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P Intégration : U

:u'(t)xv(t)th = [u(t)xv(t)]® —Lbu(t)xv'(t)th}

Notons g(t) la fonction temporelle telle que :’(y = f(t)

L[ g(0)] =

.O,]\

6 gl K_lxe_ptjxg(t)} _I+°°(_1xe—ptjxg'(t)xdt
A P 0 ’ P

u’(t)

—>

—

v(t) u(t) v(t) u(t) V(D)

/ +00
(O— —ijxlx g(O)j+ EXJ' e P xg'(t) xdt
p 0

Llgt)] = —;xﬁ[ f(t)] + —rl)xg(t:o)

Intégrer dans le domaine temporel « revient a » daripar p
dans le domaine de Laplace (aux conditions initialpres).

Equation
différentielle

Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
Définitions Propriéetes : : :
de Laplace math / Sl courantes recapitulatif [~
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P Théoreme de la valeur initiale :

lim f(t) = lim pxF(p)
t-0 p— +oo

P Théoreme de la valeur finale :

lim f(t) = lim pxF(p)
t > +oo p-0

Equation Méthode Comparaison . o Fonctions Tableau
-y ) Définitions Propriétés . - :
differentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif ~
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P Théoreme du retard :

() g(t)

Signal initial

Soient deux fonctions temporelles
causales f(t) et g(t)

—— g(t) est « retardée » d’'une dureg T

g(t) = 1(t-Tp)

~Signal retardé

t

[
»

On suppose connaitre la transformée de Laplace @esoit : L[ f(t)]
L[ g(t)] = L[ f(t-Ty)]

E‘”e‘pt x f (t-T,)xdt

Equation Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
.y . Définitions Proprietes : : :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif ~
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f(t) gty | L[ g()] = j;we'ptxf(t —T,) xdt

Signal initial

Posons :x=t-T, =& t=Xx+T,

) dt = dx
~Signal retardé

t;

+

TePXx f(x)xdx
_TO

x| [Pt [ 7e P x (g

| vem—

Ll g®] = jjT:e_p(X+T°)Xf(x)de =g 0P x

= | £[g®t)] = € O Px L)

Equation Méthode Comparaison - s Fonctions Tableau
.y . Définitions Proprietes : : :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif [~
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6) Transformées de Laplace des fonctions courantes

B Echelon : soit un échelon d’amplitude A— | f(t) =A pour t>0

Amplitude du signal +00

() | L] = [ e xAxdt = Ax| - _rl) P!
0

= | L[f()] = —2

v

Nota : pour I'échelon unitaire (A=1)mm | L] f(t)] = e
P

On parlera de réponse indicielle

Equation Méthode Comparaison - . 3 Fonctions Tableau
.y . Définitions Propriétes i : :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif ~



B> Créneau :soit un créneau d’amplitude A et de durég T 17124

— | f(t)=A pour O0<t<T

Amplitude du signal

L[ ()] j:oe_pt X f (t)xdt

= jTle‘ptxAXdH s x dt
0 1
) i
= —ixe_p"txA = —EXe_pXTle_ _é
P o P P

= | L[f(t)] = —ﬁX(l—e‘pTl)

Equation Méthode Comparaison - . 9 Fonctions Tableau
iy ) Définitions Propriétés . . :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif [~
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Graphiguement :

Amplitude du signal Amplitude du signal “Amplitude du signa

f(t) a(t)

L[ 1(t)] =

é A —ph
P

m— | £ f(t)] = —ﬁX(l—e‘pTl)

Equation Méthode Comparaison - . 3 Fonctions Tableau
iy ) Définitions Propriétés . . :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif ~



B Impulsion de Dirac : amplitude infinie pour une durée infiniment court&?*
mmm) représente un choc mecanique, un flash...

Amplitude du signal

Modélisons par un créneau Amplitude du

signal

f(t)

d’amplitude Ti et d'une T,
2
durée infiniment breve :

T,

-p.T,
Développdment limité de I'exponentielle
Transformée du crénec (au V0|S|nage de (
_ X
L[ f(t :® 1-e PPk @g 1+ 2342 X
(0] = S4{1-e") XX
L[ f(t)] = lim X(l—e'pTZ) 5 e A-|A+ “Pl || =1
To -0 p)(T2 To-0 pT2 1

=) | L[] = 1

Equation Méthode Comparaison - . 9 Fonctions Tableau
iy ) Définitions Propriétés . . :
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> Exponentielle : F(t) = e

2] = [ e xfxdt = [ e xe ™ xdt

= [ e Pt

[

I
X
CDI

©

+

2
[

I
X

—
-

I

=

- | L[] = L
p+a

Equation Méthode Comparaison Fonctions Tableau

différentielle de Laplace math / SlI Detiniye gl el s courantes recapitulatif ~



> Sinus : V(t) u'(t) 21/24

v
f(t) = sin(et) | £ f(1)] = j e Pl x f(t)xdt = j eptxsm(aJt)th

Intégrons par partie :

j:u'(t)x"(t)xdt = [u(t)xv(t) ]2 —j:u(t)xv'(t)xdt

dou :

L[ 1(D]

[—1xcosu t)xe P } — jm(—l XCOSw t)j ><(— P e'pt)th
0, 0 0\ w

u(t) v(t) u(t) V'(1)

= —EX(O —1><1) - Py Cep XCOoS(wt) xdt
w w 0

1
W W

rwe Ptx cosgut) xdt

Equation Méthode Comparaison - . 9 Fonctions Tableau
iy ) Définitions Propriétés . . :
différentielle de Laplace math / Sl courantes recapitulatif [~
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. 1 p +00 t
ft) = t = — — x| e Pxcoswt)xdt
(t) = sin(at) L] =~ = x|, @)
v(t) [ ()

Intégrons a nouveau par partie :

J:U'(t)X\/(t)th = [u(’[)x\/('[)]lz1 —J:u(t) xV' (t)xdt

L[ f(t)] = - Py { o1 xsin(wt)xe ™ Lm — L:oo(+21)xsin(a)t)j ><(— P e‘pt)th}

w
u(t) v(t) u(t) V'(1)

1P, {(D/Gfl+><j eptxsm(a)t)th}

w

1 £L1(0)

- 1P

— 2[O1X(1 D)=L el =

Equation Méthode Comparaison - " Fonctions Tableau
-y . Définitions Propriétes . :
différentielle de Laplace math / Sl courantes recapitulatif [~



/) Tableau récapitulatif (fonctions causales) 23124

. — I ‘ — «
Dirac (A~ L[ 1(T)] = 1 sin(at) (o~ L[ T(1)] = %+ 0
L[ ()] = A 1 L[ f(t)] = b
A A = codat) N~ LIHOI =57 5
Bxt || L[ f(1)] == e 2 xsin(at)~\~| L[ f(t)] = a
0’ (p+a)*+a’
- 1 |I= - P?
e at,-v, B[ f(t)] = v e txcos(a)t)’\/> B[ f(t)] — (p_l_z)ziwz
N~ LI ()] = " “p A 20 = ——
t - p™ 1-e 7 ~ p+rp)

Equation Méthode Comparaison - . 9 Fonctions Tableau
iy ) Définitions Propriétés L :
différentielle de Laplace math / SlI courantes recapitulatif g






