1" 2016 : TD des 3 et 5 octobre (semaine 5)

Continuité

1. On fixe un entier naturel p ; justifier la continuité de :

M,(k) — M,k
oo g

On pourra commencer par le cas p = 2.

2. Déterminer si les parties suivantes de £ = M, (R) sont ouvertes, fermées, ou ni I’un ni
I’autre. On pourra admettre que toute intersection de fermés est fermée, et que toute union finie
de fermés est fermée.

a. U =g4¢s { matrices de déterminant 1 }

b. S =4 { matrices symétriques }

V=us{ A€ E|Vke[l.n], uw(A¥)>0}
. N = { matrices nilpotentes }
StT=ws{AeS|VXeR" 'XAX >0}

o /0

3. Soient E et F' deux ev de dimension finie, f : £ — F' définie sur E.
Montrer de 2 manieres que si f est continue, alors son graphe est fermé.

4. Soient £ un ev de dimension finie, A une partie fermée non vide de £, b un point de F .
On définit d(b, A) =inf{d(b,z) |z € A }.
Montrer que cet inf existe, puis que c’est en fait un min .

5. Soit A une partie bornée, fermée, non vide d’un ev F de dimension finie, et f une application
de A dans A vérifiant :

V(z,y) € A% x#y = d(f(2),f(y) < d(z,y)
a. Enutilisant ¢ : x — d (z, f(x)) , montrer que f a au moins un point fixe.
b. Montrer que le point fixe de f est unique.



