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PARTIE IIT : X MP 2011 Composition Physique-SI (Extrait)
Les 3 parties de ce probléeme sont totalement indépendantes

IITI Horloge a quartz

Lorsqu’il est placé dans un champ électrique, un cristal de quartz convenablement taillé se dé-
forme ; réciproquement, si un cristal de quartz est soumis a des efforts mécaniques, une différence
de potentiel apparait entre deux de ses faces. Ce couplage électromécanique, dit piézoélectrique,
est a la base des horloges a quartz.

Dans le cadre d’une application horlogére, 'application d'une tension variable aux bornes
du composant va provoquer une vibration mécanique qui va conduire a I'apparition de charges
et donc d'un courant. A une résonance mécanique du systéme est ainsi associée une résonance
d’intensité. Un diviseur de fréquence permet enfin d’obtenir la fréquence de base de 1 Hz.

Un circuit électrique équivalent au cristal de quartz est représenté figure 7. Le condensateur
Cp est la capacité du composant et les éléments C, L1 et R; sont la représentation sous forme
d’une impédance électrique des effets piézoélectriques associés a la vibration du quartz. Les
éléments et leurs valeurs sont notés de la méme maniére, par exemple, la valeur de la capacité

. 1 - Lyws
du condensateur Cy est notée elle aussi Cy. On pose w, = et () = .
° HR R TR
| |
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Figure 7 : Schéma électrique équivalent d’un oscillateur a quartz.

11. Adoptant les valeurs ('; = 3.00 x 107" F, L; = 7.86 x 10> H, Ry = 32 x 10°Q et
Co = 1.50 x 10712 F. Calculer w, = # wp = \/1 + % wy et les fréquences associées f

VLT

On prendra garde au nombre de chiffres significatifs proposeés.

Liwg

et fp: calculer ) =

12. Dans cette question seulement, la résistance Ry est nulle ; I'impédance complexe du circuit
1 1— a2 . w | 1 ,
se met alors sous la forme 7 = ——— ——— ollr = —eta= [1+4 == tracer I'allure de
JChwsr a? — x Wy Cy
la réactance X (x) = Im [Z(z)]. Dans quels domaines de fréquences le quartz, dans ce modéle, se
comporte-t-il comme un condensateur 7 Comme une inductance ?

i
¥

13. Au début des calculs conduisant a4 'impédance complexe de la question 12, I'on opére

formellement la substitution Ly — Ly + —1 Quel circuit électrique décrit-on ainsi?

Jjw

14. Identifier et commenter les courbes de la figure 8 qui représentent les composantes de
I'impédance complexe au voisinage de la pulsation de résonance paralléle w,. On admettra

¢ Q i

Z() % GO T G~ (RaCows)®
Z(wy) =—2
ws =
1+
QC

On vérifiera la cohérence des résultats avec la question 12 en comparant les courbes de
réactances.
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Figure 8 : Parties réelle et imaginaire de 'impédance électrique du quartz au voisinage de la
résonance paralléle. Les ordonnées sont normalisées au maximum de la courbe en pointillés, soit

W Wp

@ 3,27 x 108 Q = 327 MQ; en abscisse, u = Q) (— -

= Q(x — a). La longueur réelle du

m N
“s s

1
trait épais sur Uaze des abscisses est —.

Z(x)
15. La figure 9 représente . log |Z(a)

en fonction de ( < )

Wa

Commenter I'allure de cette courbe (notamment a la lumiére des questions précédentes).
Pourquoi travaille-t-on en pratique a la fréquence f, ? Sachant que I'on veut que la montre
batte la seconde, justifier le choix de la valeur numérique 32 768 Hz pour f..
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Figure 9 : Module de Uimpédance équivalente du cristal de quartz utilisé.

16. Au voisinage de la température Ty = 300 K, la fréquence de résonance du quartz utilisé,

Afo

notée fy, varie en fonction de la température selon la loi —— 4% 107%(T — TO)Q. Calculer

0
la dérive d’'une montre a quartz sur un an pour un écart T — Ty de température constant, égal a

10 °C. La montre avancera ou retardra-t-elle ?
IV Asservissement d’une horloge 4 quartz a un signal de référence

La stabilité a long terme d’une horloge portable & quartz en milieu non contrélé est impossible
a garantir. Il est alors nécessaire de recourir a sa synchronisation avec une horloge de référence.

L’utilisation conjointe d'un oscillateur & quartz ayant une excellente stabilité a court terme et
d"un signal GPS qui posséde une dérive de quelques 1072 s - an~! permet de réaliser un systéme
peu coiteux, autonome, précis et stable 4 I'aide d'une boucle a verrouillage de phase.
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Une boucle a verrouillage de phase est un systéme bouclé dans lequel la grandeur asservie est
la phase ®(t) d™un signal de la forme A(t) = A cos[®(t)]. La pulsation instantanée de ce signal est

)
définie par w(t) = —. La boucle asservit la pulsation d'un oscillateur, ici l'oscillateur a quartz,

sur celle d'un signal dit de référence, ici le signal GPS.

Les éléments de ce circuit sont, d'une part un comparateur de phase, constitué d'un mul-
tiplieur et d'un filtre passe-bas, d’autre part un oscillateur contrélé en tension, ou OCT. Cet
¢élément est un circuit dont la fréquence d’oscillation w est commandée par une tension électrique
u(t); pour des signaux suffisamment petits, w(t) = wp + Kou(t), avec Ky > 0; la pulsation wy
est la pulsation dite libre de 'oscillateur.

En régime dit verrouillé, les fréquences des signaux appliqués sur les deux entrées du compa-
rateur de phase sont identiques, les phases de ces deux signaux pouvant étre différentes.

17. Pourquoi, si le but est d’obtenir des fréquences identiques, asservir une phase et non pas
une fréquence ?

Le multiplieur représenté sur la figure 10 par le symbole 2, attaqué simultanément par
la tension de référence vy(t) = V,cos(w,t + @) et par la tension issue de l'oscillateur a
quartz vg(t) = Vgcoslwgt + po(t)], donne en sortie le signal vi(t) = 2kV,(1)Vp(t), ou k
est une constante positive. L’asservissement est réalisé lorsque, simultanément, wg = w, et
Ad = p, — g est constant. Apreés filtrage, seule subsiste la composante basse fréquence du
produit, soit u(t) = kV, Vg cos[o,(t) — po(t)]. C'est la tension de commande appliquée a 'OCT.

@ 1(t) = 2k o (t)og(t) BN

up(t) = Vi cos[@,(t)] Filtre passe-bas

— I; cos(wrz‘ 4 '1-5'7') vQ (f) = Ib cos [‘I’Q(T)]

= Vg cos(wot + @) u(t)
OCT

Sortie en fréquence

w(t) = wo + Kou(t)
Figure 10 : Boucle & verrouillage de phase.

. . du L e .
18. Exprimer la sensibilité # = ——————. En régime linéaire d’asservissement, wg = w,.
Ier — ¢q)
la valeur commune étant wp ; justifier que le point d’accrochage est alors I'un des points A ou B
de la figure 11 et identifier le point stable du fonctionnement.

N

—7/2 /2
A B Pr —¥d
I /, \\ ]

e

Figure 11 : Représentation de cos(ypr — ©g).
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On suppose & présent que la pulsation de référence n’est pas constante, mais qu’elle évolue

d®d,
dt

. On rappelle enfin les notations et les relations générales

lentement et 'on pose A(t) = wy(t) —wp = — wp. La fonction de transfert du filtre est, en

coordonnées de Laplace, F'(p) =

1+7p
vp(t) = Vi cos[®y(t)] = Vi coslwrt + o]
vQ(t) = Vg cos[Pq(f)] = Vi cos[wot + g
Perr (t) = r(t) — Po(t)
u(t) = kV,Vg cos[@er ()]
wo) = 222 _ ot Kou(t) ) =

19. Que faut-il supposer sur la valeur de w,7 pour justifier la relation approximative

1
- T% = kV, Vi cos[®ere ()] 7
dar

20. On pose K = kKgV,Vo. Etablir I’équation différentielle

dQ(I)err 'l‘I’e“. . dA
T dr2 +° ar + K cos @y = A(t) +7 Frl

Plage de verroutllage, plage de capture

Pour faciliter le traitement des questions 21 et 22 on pourra, dans un premier temps, consi-
dérer que le filtre passe-bas est de gain unitaire pour les fréquences inférieures a une fréquence
fe et de gain nul pour les fréquences supéricures a fe.

21. Que devient chacun des termes de 1'équation donnée a la question 20 en situation de
verrouillage 7 En admettant que, une fois verrouillée, la boucle peut suivre les variations lentes
de la pulsation d’entrée, montrer que ce suivi ne peut se faire que dans une plage de pulsation,
que l'on déterminera.

22. Pour t < 0, v,(t) = 0, la tension au sortir du multiplieur est nulle et 'OCT oscille a
sa fréquence libre wg. Au temps ¢ = 0, le signal v,(¢) = V; cos[(wp + 8)¢] est appliqué a 'une
des entrées du multiplieur. On suppose satisfaite I'inégalité |78| << 1; on constate que la boucle
se verrouille. Montrer que ce verrouillage peut s’effectuer sur une bande de pulsations que 'on
caractérisera qualitativement.

V Oscillateur non linéaire entretenu ; modéle électrique du balancier

Le fonxtionnement d’un oscillateur exige la mise en ceuvre d’une source d’énergie qui, a chaque
oscillation, compense les pertes.

La figure 14 illustre un principe de l'entretien électrique d’un résonateur : ce résonateur
est associé & une conductance non linéaire dont la relation courant-tension est modélisée par
laloi i = —Gv + [v?, ou G et 3 sont des constantes positives; on remarque que, lorsque la
tension est suffisamment faible, la conductance est négative. Le but de cette partie est de montrer
I’établissement d'un régime stable dans un tel systéme,

o, g

v | L C a| i=-Gv+p°

o,

Figure 14 : Entretien d’un oscillateur par conductance négative et non linéarité.

PSI*-PSI 4 DS N°1 Partie 3



3
32. Montrer que avec I'entrée en tension sinusoidale v = V'sin(wt), i ~ (—G + T:“'ﬂ’&) v; on
rappelle identité sin(3u) = 3sinu — 4sin®(u). Pourquoi est-il en général réaliste de négliger le

terme & la pulsation 3w ?

33. En effectuant I'analyse du systéme en régime sinusoidal de pulsation w, donner I'ex-
pression de son admittance complexe Y = g; + jx; en fonction de L.C, Gy, G. 3 et V. En dé-
duire que, en régime d’oscillation entretenue, la pulsation et 'amplitude du régime sont fixées :

4 G -G 4
et V="1=,/- : o_ /2 (—] (ce qui définit g = G — Gy).
3 3 303

wp =

1
vILC
L'expression de V, impose G > Gy ; justifier physiquement cette inégalité.

34. Expliquer pourquoi, en régime de petits signaux, l'oscillateur démarre.

35. Pour l'analyse du régime transitoire, on pose v(t) = V(t)sin(wgt) ou amplitude V(t),
que I'on supposera toujours positive, varie trés lentement par rapport a sin(wgt).

4Cwy

1 /C
Admettant les relati -actérisant le facteur d litt Q = —\/— = ————
mettant les relations caractérisant le facteur de qualité @ |_g1|\/; B0 = V)

établir I'équation différentielle suivante quel'on 1 qv 3 5 ,
ne cherchera pas a démontrer : vV dt 8 Z(Y’O =V
1V :
36. On note V] la valeur initiale de V(). Quel est le signe de (%) ? Montrer, sans
dt 7i=0

intégrer 'équation différentielle établie a la question 35, que tlinl V(t) = V.
—00

FIN DE CETTE PARTIE

FIN DU DS
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