QUELQUES NOTIONS D’ ANALYSE
VECTORIELLE

L’analyse vectorielle permet d’exprimer les lois fondamentales de la physique des champs sous
forme de relations locales, c’est a dire valable en un point quelconque du domaine d’étude.

Les définitions et relations ci-dessous seront utilisées notamment dans les cours
d’électromagnétisme, de physique des ondes et de mécanique des fluides.

Les opérateurs vectoriels que nous rencontrerons transforment un champ (vectoriel ou scalaire) en
un autre champ (vectoriel ou scalaire).

1. Les principaux opérateurs et leurs propriétés

1.1. Gradient
e On peut définir intrinséquement le gradient par la relation :

dU = UM+L,1) - UM,1) = grad U(M, t).dl

e Son interprétation physique est liée a la variation spatiale de la grandeur U a un instant fixé
(gradient de pression dans un fluide, gradient de concentration dans un électrolyte, gradient de
température, etc.).

e Le gradient est orthogonal aux surfaces « équiU ».

1.2. Divergence

e La divergence d’'un champ vectoriel est définie intrinséquement par la relation :
dd = div(A4).dr,
ol dd est le flux du vecteur 4 sortant de la surface élémentaire fermée délimitant le volume dr.

e L’opérateur divergence est lié au flux d’'un vecteur : il intervient trés souvent en physique dans
les équations de conservation :
+ conservation de la charge,
% conservation de I'énergie en électromagnétisme ou en thermique,
+ conservation de la masse en mécanique des fluides,
+ conservation du nombre de particules, etc.

1.3. Rotationnel

Le rotationnel d’'un champ vectoriel est défini intrinséquement par la relation :
dC = rot(A).ds,
oll dC est la circulation du vecteur 4 le long du contour fermé sur lequel s’appuie la surface dS.

o div(rot(4)) = 0.
. %?(gr;d U) = 8).

o La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un champ soit a flux conservatif est qu’il soit un
champ de rotationnel : div(E) = 0 équivaut & B = rot(4), ol 4 est connu & un gradient prés.
e Sile rotationnel d’'un champ 4 est nul, il existe un champ scalaire U - défini & une constante
- N N -
prés (puisque grad(cte) =0) - tel que A = grad U.

Nous verrons que cela correspond a écrire que la circulation de ce champ est conservative,
c’est le cas pour un champ électrostatique.
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1.4. Relations utiles
U(M, t) et V(M, t) sont des champs scalaires, A(M, t) et §(M, t) des champs vectoriels.

. gr?id (UV) = U. grgd V+ V. gr?id U
e 7ot (UA) = UTol(A) - Angrad (U)

e div(UA) = Udiv(4) + 4.grad (V)
o div(AAB) = B.Tot(4) - Tot(B).(A)
e AU =div(grad (U)) : ceci constitue la définition intrinseque du laplacien scalaire

— - -, -
e rot(7rot)(A), = grad (divd) - AA : ceci constitue la définition intrinséque du laplacien vectoriel.

2. Coordonnées cartésiennes

- -

— -
Soit un point M repéré par ses coordonnées cartésiennes : OM = Xxex+ye,+ze,,

2.1. Gradient

grgd (V)= @é’x + @éy + §8Z.
OX oy 0z

2.2. Divergence
. A oA A
divA(M,t)za x Py 0 z.
oX oy 0z

2.3. Rotationnel
A OA A A oA A
az_ y)é>x+(ax_82)é>y+( Y_aX)EZ.

oy 0z 0z OX

ot (AM, 1)) = (

2.4. Laplacien d’un champ scalaire
0°U  o°U  o°U
= + + )
ox* oy* ozt

AU

2.5. Laplacien d’un champ vectoriel
AA (M, 1) = AAG, + AAG, + AAE,

3. Coordonneées cylindriques

— - -
Soit un point M repéré par ses coordonnées cylindriques :OM =re;+ze,.

3.1. Gradient
ou, 10U, oU,

+=—8&+ —é&.

rgd U= —é&,
gad (U= Zre+ 150 %" &
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3.2. Divergence

z

1o(rA,) | 10A, _ 0A
or r 00 o0z

divA(M, t) = =
r

3.3. Rotationnel

LOA, OA, . (0A. 0A, . LOUA) 1OA,

rot(A(M t) = e
00 0z 0z or r or r oo

3.4. Laplacien d’un champ scalaire
10, 0U 1 o°U  o°U

—_— —_— + .
rar( ar) 2 o0°  ozf
3.5. Quelques relations utiles
J d|v(er)—E
r
e div(re) = 2.
o dIV( )=0

. d|v(f(r)ee) = 0, ou f(r) est une fonction quelconque der.

5

-, € -

e rof(-2)=0.
r

4. Coordonnées sphériques

N

N
Soit un point M repéré par ses coordonnées sphériques : OM =re,.

4.1. Gradient

- o, 10U , 1 oU,
gad (U= —é + ———€ + ————¢€,.
or r oo rsin® oo

4.2. Divergence
6(r2A ) 1 O(sinbA,) , 1 oA,
o rsine o0 rsind op

divA(M, t) =

4.3. Rotationnel

. O(sinbA o(rA
52 AM, D) = 1 ( ( o) 0A, )§r+;( 1 oA, ( ¢)) 54 L o(rA,) aAr)gml
rsin® 00 op r sin® oo or r or 00
4.4. Laplacien d’un champ scalaire
1 az 1 1 0°U
AU==-— — ne—
7 () + sin® 00 ( )+ r?sin’ 0 op’
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4.5. Quelques relations utiles

. div(ér)=g.
r
. div(e—;)zo.
r
2 dU d?U
e AUMN=="T+ .
) rodr dr?

5. Théoreme de STOKES

La circulation d’'un champ vectoriel le long d’'un contour est égale au flux de son rotationnel a
travers toute surface s’appuyant sur ce contour.

JAGT = [[rotAqs
r

P

R : L'orientation de la surface X se fait a partir de 'orientation de T'.
(régle du tire-bouchon) (1

6. Théoréeme de GREEN-OSTROGRADSKI

Le flux sortant d’'un champ vectoriel a travers une surface fermée est égal a l'intégrale sur le
volume limité par cette surface de la divergence de ce champ.

di

R : La normale orientée a une surface fermée est toujours sortante.

Nous voyons gque les champs dont la divergence est nulle sont a flux conservatif et
ceux dont le rotationnel est nul sont a circulation conservative.

7. Variations élémentaires d’un champ scalaire

La variation élémentaire totale d’'un champ scalaire U(M, t) doit prendre en compte a la fois ses
variations spatiale et temporelle ; elle est notée DU :

DU= grzld U(M,t).a)l+ %dt ; Dans cette relation :

e grad U(M,t).dl représente la variation locale de la grandeur U (que I'on note généralement
dU) : dU = U(M+di, t) - U(M.,t),

oU
. Edt représente la variation temporelle de U : U(M, t + dt) - U(M, t).

DU correspond a la variation du champ U qui serait ressentie par une particule subissant ce
champ et se déplagant d’'une quantité vectorielle di pendant un intervalle de temps dt.
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