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L'intégration : une histoire d’Aire

Aire par Triangulation
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L'intégration : une Histoire d’Aire

Le cas des contours courbés
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Introduction

Intégrale (de Riemann) sur un segment : f est intégrable sur [a; b], ssi pour toute
subdivision o, = ( xg <X < :-- < Xpn ) les sommes ci-dessous convergent

—~— ~
=X} =b
- x=Db
i=n—1 Vi€ xixit1] .
Z (xip1 —xi)f(ti) R L | Do ) ex
i—0 X=a

Théoreme fondamental de 1’Analyse :
Soit f continue sur [a; b] et F une primitive de f alors :

b
Jf(t) dx = F(b) — F(a)

{g Le calcul d"une intégrale devient un calcul de primitive que I’on peut

exprimer, si possible, a ’aide des fonctions élémentaires et leurs composées.
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Pourquoi l'intégration numérique ?

Impossibilité d’exprimer une primitive a 1’aide des
fonctions usuelles :

2013 2014 2
1 2
J ——dx; J e~ dx; J so8g dx;
V14 x4 x+6
0 0

Primitive compliquée : cotit d’évaluation élevé

[ 1 V2 x2 +xv2+1
J N H x2 —xv/2+1

+ % {arctan (X\/§—|— 1) + arctan (x 2 — 1)}

Expression analytique de f non disponible : f est donnée
sous forme d"une table de valeursi.e. (x;; f(xi)) (Exemple :
mesures physiques).
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Le probleme

Données : En général on dispose des valeurs (abscisses)
(xi)1<ign (subdivision) dans [a; b] et leurs images (f(xi))1<i<n Intégration Numérique

(Quadrature)
L’intégration : une histoire
d’Aire

L’intégration : une
Histoire d’Aire
Introduction

Pourquoi I'intégration
numérique?

Le probleme

Le Probléme (suite)

Polyn6émes d’interpolation
de Lagrange

Méthodes Elémentaires de
Quadrature (de
Newton-Cotes)

(Suite)

(suite)

Méthodes d’ordre zéro:
Exemple des Rectangles
gauches

Deux méthodes principales : Meéthodes d’ordre zéro:

Rectangles Droits

Y

o o _o0 P oa . Méthodes des Rectangles
1. Subdivision réguliere de [a;b] = x; =xj_1+h=a+h.i Milieux
Implémentation en

01\1 h — (b —_ Cl)/TL Python (a compléter)

A . . < e e PPN Implémentation en Python
2. Ala Gauss : les points de la subdivision sont fixés a RPN

’avance : Racines de famille orthogonale de polynomes. Caleul de Ferreur

Rectangle des milieux:
Calcul de 'erreur
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Le Probléeme (suite)

Soit I = [a; b] et f une fonction définie sur I, on cherche a évaluer
b

numériquement : I(f) = [ f(t)dt
a

Soit T=(xg <% <% <---<xpn_1< Xpn ) une subdivision (pas
—~— —~—
—a —b
nécéssairement réguliere) de I = [a; b]
On suppose les valeurs de f(xi) connues
1=n
flx)dx =S = ) wif(xi)
i=0

Probleme : Trouver (wi)ogign tels que I(f) =

S e

{g Trouver (wj)ogignles coefficients de pondération qui minimisent

1i=n
?

[(f) — > wif(xy)

1=0

A. Hassan@Champollion PCSI-MPSI - 8




Polynomes d’interpolation de Lagrange

Soit les n + 1 points (xy, f(xx))ockgn telsque: xp <x; <xp <--- <xp
Trouver P € K, [X] tel que P(xy) = f(xx) pourk € [0,n ]?.
Une solution(polynomes de Lagrange) :

n
[ X=x5)
iz 1 sik=i
Li(X) = — = Lx(x:) =Bl ={ o &>
SINOoN
[T (xk—x%;)
1<j<n
k%)

Les (L )1<k<n forment une base de K, [X] (le démontrer??),

k=n
P(X) = f(x0)-Lo(X) + f1(x1).L1(X) + - + f(xn) Ln(X) = > f(xx).Lx(X)
k=0

est LE polynome interpolant f aux points (xy; f(xx))o<k<n
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Méthodes Elémentaires de Quadrature (de Newton-Cotes)

Sur un intervalle élémentaire [xi; xi 1], la fonction f est remplacée par un
polynome interpolateur P, de degré n.

La méthode renvoie un résultat exact si f est un polyndéme de degré n.
b—a

N
Définition : Une méthode d’intégration est dite d’ordre n, si elle renvoie un

résultat exact pour tout f € R, [X] et non exact pour un élément de R, ;1 [X].
Voici les plus célebres :

Onpose xjy1 —%xi =h = (pas régulier)

Méthode des rectangles ot le Polynome interpolateur est constant

Po(x) = f(x4) Rectangles gauches............ Ordre 0
Po(x) = f(xi41) Rectangles droits ............ Ordre 0
Po(x) = f(z(xi{ +xi+1)), Rectangles milieux............. Ordre 1

Y}z% Remarque : Ces méthodes font référence aux sommes de Riemann.
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(Suite)

Méthode d’ordre 1, ou des trapezes :
Polyndme interpolateur de degré 1 (droite affine)

X —Xi

Pi(x) = L f(x) +

f(xi41)
Xi —Xi+1 Xi+1 —X{

}1—1 [(¢ =% )f(xi41) — (x = xi41) F(xi)]
— % [(x =xi)Yyit1 — (x = xi11)yi]

On verra que cette méthode est d’ordre 1, i.e. elle est exacte pour les fonctions
affines (polynomes de degré 1)
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(suite)

Méthode d’ordre 2, ou de SIMPSON :
Polyndme interpolateur de degré 2 (parabole). On interpole les points

(xi, f(xi)), (xig1; f(xi41)) et (xi42; f(xi42))

(x —xi)(x —x442)

(xit1 — Xi) (X441 — Xi42

P,(x) = (X —Xi42) (x —Xi41) f(x) 4
(x4 —xit1)(xi — xi42)

(X —%i) (X —Xi+41)

)f(XiH)

— f(xi49)
(Xizo —xi)(Xig2 —Xig1) = 17
(x —Xq42) (x —Xi4+1) (x — %) (x —xi42)
PZ(X) _ 1+2 > 1+1 yi— 1 > 142 Yis1
h h
(x —x¢)(x —xi41)

Remarque : D’autres approches interpolent les points d’abscisses x;, xi+1 et
a1
leur milieu > (xi +xi11)

Cette méthode est exacte pour les polyndmes de degré 2.
Méthodes d’'ordre n ou de Newton-Cotes : On utilise un polynéme
interpolateur de degré n.
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Méthodes d’ordre zéro : Exemple des Rectangles gauches

Le polyndme interpolateur est constant Ly(X))| byl =1 (xi) = yi

| P\ N\
< \\ Cs
SN
NN .
a
Xi+1 Xit+1
Intervalle élémentaire: I = [ f(t)dt~ f Po(t) dt ~ (xi41 —x{)f(xi) (i-e.
évaluation de f a gauche). 1 b
b n—1 n—1
Il vient : I(f) = Jf(x)dx ~Sp=) (xit1—x)f(x)) =h ) y;
o i=0 i=0

1=
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Méthodes d’ordre zéro : Rectangles Droits

Le polyndme interpolateur est constant Py(X)| sl = 1 (Xi41) = Yis1

Y

Xi4+1
Intervalle élémentaire : f f(t) dt =~ (xi41 —x¢)f(xi+1) (i-e. évaluation de f a
gauche).
b n—1 %+l n—1 n—1
Il vient : Jf(t)dt ~ Z J’ Po(t)dt = Z (xi41 —xi)f(xix1) =h Z Yit1
! i=0 5. i=0 i=0

1
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Méthodes des Rectangles Milieux

Le polyndme interpolateur est toujours constant

1
PoX | xixiq1 = 5 Fx1) +Fxi41)]

|
1
xi 2 FXit1) x4

Xi+1
Intervalle élémentaire [ f(t)dt ~ (xi31—x¢)f (%(xi +Xi11))
Xq
[f)dt~ Y (i1 —x)F(3(xi +xi41)) =/h D) flxi+ 5)
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Implémentation en Python (a compléter)

o Intégration Numérique
Rectangles Gauches : Rectangles Droits : uadrature)

Q )

L’intégration : une histoire
def RightBox(f,a,b,n): d’Aire
s. x. h= L’intégration : une
rho s Histoire d’Aire

Introduction
.................. Pourquoi I'intégration
numérique?

def LeftBox(f,a,b,N):
s,x,h=0,a,(b-a)/n

1
2
3
‘Bl 2 0000000000000 000G0 O
5
6
7

Le probleme

return s

N O G & WO DN -

Le Probléme (suite)

Polyn6émes d’interpolation
de Lagrange

return s

Rectangles des Milieux :

Méthodes Elémentaires de
Quadrature (de

def MiddleBox (f,a,b,n): Newton-Cotes)
s,x,h=0,a,(b-a)/n (Suite)
(suite)
Méthodes d’ordre zéro:

Exemple des Rectangles
.................. gauches

.................. Meéthodes d’ordre zéro:
Rectangles Droits

return s Méthodes des Rectangles
Milieux
Implémentation en
Python (a compléter)

X 3 O O B~ W DN

Implémentation en Python

Méthode des rectangles:
Calcul de I'erreur
Rectangle des milieux:
Calcul de I'erreur
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Implémentation en Python

Rectangle Gauches

def LeftBox(f,a,b,N):
s,x,h=0,a,(b-a)/n
for k in range(n):
s += hxf(x)
X +=h
return s

N G & WO N -

Rectangles des Milieux

def MiddleBox (f,a,b,n):
s,x,h=0,a,(b-a)/n
for k in range(n):
s +=hxf(x+h/2)
Xx+=h
return s

N G = W N =~

Rectangles Droits

1 def RightBox(f,a,b,n):
2 s,x,h=0,a,(b-a)/n
3 for k in range(n):
4 X += h

5 s += hxf(x)

6 return s
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Méthode des rectangles : Calcul de I’erreur

Sur l'intervalle Ie, = [xi;%{41]

Xi+1 Xi+1
fx) —yi = fle)le—xi) = | flode—hy = | Fle)(x—xi) dx
Xi Xq
Si f’ bornéei.e. IM = sup |f'(c)]
cela;b]
Xi+1 5
1 (b—a)
J f(x) dx —hyi| < M5 (xi41 —xi)* =M 2
Xq
b n—1 (b— a)z
En sommant Jf(x) dx—h Z yil <M -
2 i=0
L. (b—a)?
Pour une précision de € on prend n > M =

Remarque : La méthode des rectangles-milieux est d’ordre 1.
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Rectangle des milieux : Calcul de I’erreur

Preuve : Par DL, au voisinage du point milieu x; + % etvte I =[xy;xi +hl,dc; € I

tel que
h h h 1 h
il = ilPe o E) 4 (=32 — E)f/(xi + E) + E(t—xi — E)Zf”(ci)
xi+h xi+h 1
h h h h
J f(t) dt — hf(x; + 5) — J (t—x; — E)f’(xi + 5) — E(t—xi — E)zf”(ci)dt
Xi Xi
xi+h %h
chang. var h ) 17
— (t—x; —=)dt = udu=_0etsi sup [f"(x)|<M
u=t—x;—sh 2 xe[a:b]
X4 —%h
Xi+41 h M
J f(x)dx —hf(xi + =)| < —h3
2 3
v
b n—1
h M b—a)’
Par sommation : Jf(x) dx —h iZO f(xq + E) < 3 x nh® = M%
2 _
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Méthodes d’ordre un : méthode des Trapezes

Y

Xi+1

h
f f(t)dt = (xi41 —x4¢) -(yi+yi+1)=§(yi+yi+1)

N[ —

b
h
J'f(t)dt%S 5[(y0+yl) (Y1 +y2) + -+ (Un—1+Yn)l
n
h Tl—l
S=h|—>(yo+yn)+) yi| = 525[ (Yo +yn) + ; 91]
0
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Méthode des Trapezes : Calcul de 1’erreur

33
Théoréme : Si f est G2 telle que sup |f”(t)| < M alors |I(f) — S| < M (blzn(;)

) 1
Preuve : Soit [xi;xi 1] = [xi;x¢ +h], [a(x) = - [(x —xi)yit1 — (x —Xi+1)Y4]
1
p(t) =f(t) — EM(t—xi)(xiH —t)= @ (t) =f"(t) + M > 0 = ¢ convexe

P(t) = f(t) — %M(t —xi)(xi11 — 1) = P est concave

¢@ en dessous de [, et en dessus

telxi;xi41]

F(0)+ 5 Mt =) (xi1 — 1) < Ly < () = 2 M(t—x)(xi1 — 1)

2
1 xi+h M
N (x: 4 — PaT y _ M e 1 —xs)3
(1)~ Lo(6)] < ZM(t—x0)(xi1 —t) “rppmmrra | | (0~ La(t)dt] < 32 (xin —xa)
Xi
x=b i=n—1
M M

En sommant : J Z 1 X1+1:Xi)3,:> II(f) — S| < @(b—a)3

x—da 1=0 o

—h==(b—a)

A. Hassan@Champollion PCSI-MPSI - 21



Méthode d’ordre 2 : SIMPSON

Xi X1 Xi42 changement

var x—xj41=t

Ly (x) (x —xi+1)(x —xi12) n (x —%x¢)(x —X{+2) (x — %) (X —%i+1)

= 2 Yi (—h2) Yiy1 T T2 Yif2
Intégrale élémentaire :

Xi42 Xi+2
[e = J f(x)dx ~ J L-(x)dx

X4 X4
= ()
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Méthode Simpson : Démonstration

( deg(Ly) =2

yi = f(xi) = La(xi)

Yit1 = f(xir1) = La(xi41)
Yit2 = fxi42) = La(xi42)

Preuve : Soit [xi; xi2] tel que <

Xi42 Xi42
[e = J f(x)dx ~ J [>(x)dx
X1 Xi

Par un changement de variable t = x; —h on se rameéne a

h y; = ah? —bh+c
[~ [ (at?+bt+c)dtavec ylH_c

h
P 2
— . ~2 J at’ + cdt = Za.h® 4 2ch
Parité 3

t=0
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Méthode de Simpson : (Suite)

[e =

W=

) Yi+yio=2ah?+2c \ h
(Zah +6C> o [e & 3 (Yi +4Yiv1 +Yis2)
i+Yit2= i+1

Il vient :
S = % Yo +4y1 +y2
+Y2 +4y3 + Y4
+Ys +4Ys5+Ys
+od
+Yon—2 +4Yon—1+Yon!

: . b—a
Avec un nombre pair de subdivisions, h = —
n

n—1

b

h
Jf(X) dx ~= 3 [yzn —Yo + ZO 2ypi + 4921+1]
a 1=
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Mise en ceuvre de la méthode de SIMPSON(a compléter)

(b—a)
n

: : : . 1
SINON : I'interpolation est faite sur les points : xi ; m; = > (x{ +xi401) etxqyq et

On choisit un nombre pair d’intervalles = h = (donc 2n + 1 points).

Xi+1

h
Ie = | f(t)dt= g(yi +4f(myi) +yit1)
Xi

1 ##

2 def Simpson(f,a,b,n):

3 n2=2%n # nombre pair de points
4 s,h=0,(b-a)/n2 # initialisation

5 x1=a # abscisses d’ordre pair
6 for :::::::iiiii:
A

8 e

0 e

10 e e e

11 e

12 return s*h/3
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Mise en ceuvre de l1a méthode de SIMPSON

(b—a)
n

: : : . 1
SINON : I'interpolation est faite sur les points : xi ; m; = > (x{ +xi401) etxqyq et

On choisit un nombre pair d’intervalles = h = (donc 2n + 1 points).

Xi+1

h
Ie = | f(t)dt= g(yi +4f(myi) +yit1)
Xi

1 ##

2 def Simpson(f,a,b,n):

3 n2=2%n # nombre pair de points
4 s,h=0,(b-a)/n2 # initialisation

5 x1=a # abscisses d’ordre pair
6 for i in range(0,n):

7 s += 2xf(x1)+4*%xf(x1+h)

8 x1=x1+2%h

9 s += f(b)-f(a)

10 return s*h/3
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Erreur de la méthode de Simpson, méthodes de
Newton-Cotes

Théoréme[admis] : Si la dérivée d’ordre 4 de f vérifie sup |f (4)(x)] < M alors
x€[a;b]
(b—a)® b—a

i avec h =
n n

Les méthodes précédentes font partie des méthodes de Newton-Cotes,

ou 'on interpole n + 1 points par un polynéme de degré n.

1. Newton-Cotes d’ordre 1 <= Méthode des trapezes
Newton-Cotes d’ordre 2 <= Méthode Simpson
On montre que, selon la parité de n :

n pair = Résultat exact dans R, (1[X], n impair = Résultat exact dans R, [X]
Ainsi la méthode de Simpson (i.e. n = 2) est exacte pour des polyndémes de
degré 3

@ N

Exemple : pour n = 4, i.e. 4 points d’interpolations et donc 3 subdivisions (avec

‘;}ii Xit1 —Xietx; <c<xi13):

J f(t)dt = %h [f(xi) + 3f(xit1) + 3f(xit2) + f(xis3)]+ E(h) avec E(h) < MW’
\/-/
X =_3h5.f(4)(c) /80
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Comparaison des méthodes

1 ## 1 a,b=0,1 # intervalle d’int{\’e}gration [0,1]
2 def f(x): 1
3 # x — 70x sin(271x) 2 # Valeur exacte [1dx =1
4 return np.pi*x*np.sin(2*np.pi*x v
5 [ — ?_? _____ ?____E___?_?___z 3 cl=LeftBox(fc,a,b,100)
6 # fonction definies a la volee 4 cr=R}ghtBox(fc,a,b,1®®)
7 o e e 5 cm=MiddleBox(fc,a,b,100)
8 fc=lambda x:1 # ( x—1) 6 ct=Trapeze(fc,a,b,100)
9 fa=lambda x:x # ( x+—x) 7 cs=Simpson(fc,a,b,50)
B : ’ 8 cq=spi.quad(fc,a,b)
10 fg=lambda x:x*x*2 # ( x+%>x3) g
11 feub=lambda x:x*x3  # ( x> x7) 9 print("----_fonction_ CONSTANTE_----"
12 ft=lambda x:x**(-0.5)# ( x—1/y/%) 10 print(”LeftBox=%5.5f,_RightBox=%5.5f"%(cl,cr));
13 # 11 print("Middle=%5.5f, _Trapeze=%5.5f"%(cm,ct))

12 print("Simpson=%5.5f,_Quad=%5.5f"%(cs,cql@]))
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Résultats

On consideére n = 100 subdivisions de l'intervalle [0, 1]
On a utilisé la commande quad(f,a,b) dumodule scipy.integrate

Intégrales Rect. Rect. Rect. Trapezes | Simpson | Python | Val
Gauches | Droits Mil. quad Exact.
fé 1dx 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1
fé x dx 0.49500 0.50500 | 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 1/2
f(l) x% dx 0.32835 0.33835 | 0.333325 | 0.33335 0.3333 0.3333 1/3
f(l) x> dx 0.24502 0.25502 | 0.24998 0.250025 | 0.2500 0.2500 1/4
fé mixsin(27tx ) dx | -0.49984 | -0.49984 | -0.50009 | -0.49984 | -0.50001 | -0.500 —1/2
fé % dx 2.84757 1.85767 | 1.93715 2.35262 2.20601 2.000 2

A. Hassan@Champollion
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Erreurs d’intégration : Tableau comparatif

Définition : On dit que f =0(g) (ou O), f est "grand Oh" de g au voisinage de a,
a a
ssi il existe K > 0 tel que
IV € V(a),Vx € V: [f(x)] < K|g(x)]

b—a
n

)

Notons n le nombre de subdivisions de [a; b] (donc h =

Méthode Erreur
Rectangles Gauches (ou Droits) O ( ! )

Rectangles Milieux ( % )
Trapezes QO (%)
Simpson 0o ( % )
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L'instruction quad du module scipy.integrate

Syntaxe : forme simplifiée :

from scipy.integrate import quad
s=quad(func, a, b)

func: Fonction a intégrer

a: borne inférieur de l'intégrale
b: borne supérieur de I'intégrale

Elle renvoie s[@] valeur approchée l'intégrale et s[1] : une estimation de

I'erreur
Pour une syntaxe plus complete, faire help(quad)
Exemples :
1 from scipy.integrate import quad 1 # definition de la fonction a la volee
2 f=lambda x: x*x2 # f:x—x’ 2 ff=lambda x:np.exp(-x**2)# i.e. x> e X /2
3 s,err=quad(f,0,6)# s=f(6)x2dx 3 # utilisation de quad
4 >>> print(s) 4 s,err=quad(ff,-10,10)# %fo_oooe_xzdx
5 72.0@0?0@0@0@0@01# val. exacte 72 5 >>> s # val theorique /7
6 >>> print(err) 6 1.772453850905516
7 7.993605777301129e-13 . S
8 3.696676120408319e-13
9 >>> (np.pi)**x(0.5)# /7

1.7724538509055159
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Exemple : Période du pendule simple

Déterminer 1'expression de la période d’un pendule simple en fonction de 0
’angle initial.

Solution :
" mv? — mgh = 0— mgh = const tion de I'énergie) ———
5 TV" —mgh =0—mghy = cons (conservation de I'énergie) —
1 2
EmLZG’Z —mgL cos(0) = 0— mgLcos(0y) = 672 = TQ(COS(Q) —cos(0p))
o _e/ 29 ] ] g ] / P
Par radical : =/ — Attention au signe (—) :variations 0 et 0" oppposée
\/cos(0) — cos(0p) L

Intégration de t = O at=T/4avecO(0) =0petO(T/4) =0=

0o
L
T=4 J ol Angle moitié : cos(0) =1— 2 sin? (9>
\/cos(0) — cos(8p) 2

=
0 . sin 7
T _ L JO de sm(u): sin ((990//22)) T B 4 \/I JZ' du
g ) \/sinz(%) —sinz(%) chang. var g . \/1—511’12(%)81112(11,)

T
2
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(suite)

%Nﬁ

La fonction x — K(x , s’appelle fonction intégrale elliptique, elle

\/1—x251n

ne peut s’exprimer a l’aide des fonctions usuelles(sinon on l'aurait su).

du
\/1 — sin (%) sin®(u)

Quelques approximations :

_ %TO.K(sin(Go/Z))

f

L
()8~ 0= TrTy= 271\/; (formule connue)

. DL 2 .. 2 L 1 .0 .2
(e) B9 petit e — (1 —sin“(0p/2)sin“(u))” 2 =~ 1+ 5 sin @0/2ls1n (u)
3007
En intégrant 1 5
> T = Tp(1+ —05) [Formule de Bordas]
avec fg[/z sin®(u) du=2% 16
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Implémentation en Python et comparaison

#

import numpy as np

import scipy.integrate as spi
import matplotlib.pyplot as mp

Q91 = W N =

def fellip(x,u):#XF+l/\/l—~u?sﬂﬁ(x)
return 1/np.sqrt( 1-u**2*x(np.sin(x))**2)
#
t=np.linspace(0.01,1.57,20)
10 nt=len(t)
11 y=[]
12 yellip=[]
13 for tg in t:

O 0 N O

14 s=2xspi.quad(f,0,tg,args=(tg,))[0]/np.sqrt(2)/np.pi

15 u=np.sin(tg/2)

16 sellip=2xspi.quad(fellip,@,np.pi/2,args=(u,))[0]/np.pi
17 y.append(s)

18 yellip.append(sellip)

19 #

20 fig=mp.figure()
21 mp.draw()
22 mp.axis([0.,1.7,0.8,1.3])
23 mp.plot(t,yellip,’g’,t,(1+t*%x2/16), ’or’)
24 mp.title("Comparaison”)
25 mp.xlabel ("Angle_initial")
26 mp.ylabel ("Période._T")
mp.legend (["Exact"”, "approch."])
.grid ()
YRS EEEERI@mP - show ()




Illustration graphique

92
Courbe de T(8y) = %TOK(sin(eo /2)) et Ta(80) = To(1 + 12) (en pointillé)
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