


1) Conservation de la masse1) Conservation de la masse

2) Le torseur cinétique2) Le torseur cinétique
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3) Le torseur dynamique3) Le torseur dynamique

4) Relation entre les deux torseurs4) Relation entre les deux torseurs



1) Principe de conservation de la masse1) Principe de conservation de la masse

Un système matériel EE est à masse conservatrice si sa

du repère depuis lequel on observe le mouvement de E.

masse est indépendante :
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du temps auquel on observe le mouvement de E.

0=
dt

dm



On démontre alors en mathématiques que si ff

( ) ( ) dmtMf
dt

d
dmtMf

dt

d
RERE

×=× ∫∫ /
/

),(),(

à tout point MM de EE (et ceci à tout instant), on a :
)t,M(fest une fonction vectorielle qui associe le vecteur
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On admettra que cette relation s’applique pour

quantité de liquide ou de gaz).
mécanique (solide, ensemble de solides, 
tous les systèmes matériels étudiés en

Torseur
cinétique

Relation
Conservation Conservation 

massemasse
Torseur

dynamique



a) Définitiona) Définition :: le torseur cinétiquetorseur cinétique, ou torseur des

une résultante cinétiquerésultante cinétique(quantité de mouvement) de S/RS/R
un un moment cinétiquemoment cinétiqueen un point (AA par exemple) de S/RS/R

2) Le torseur cinétique2) Le torseur cinétique

par rapport à un repère RR est défini par :
quantités de mouvement, du solide SSdans son mouvement

)R/S(σσσσ
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b) Autre expression de la résultante cinétiqueb) Autre expression de la résultante cinétique ::

Soit GG le centre de gravité du solide SS, on a :

∫ ×=×
s

dmOMOGm (définition du (définition du CdGCdG))

d’où en dérivant :

But cherché:But cherché: trouver un calcul simple de la résultante.
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d’où en dérivant :

( )
RsR dmOM

dt

d
OGm

dt

d
/

/)( ∫ ×=×

constante
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dm
dt

OMd

dt

OGd
m

R
sR

×













=× ∫

/
/

=× ∈ RSGVm /

Résultante
cinétique

d’où au final :

dmV
s RSM ×∫ ∈ /
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d’où au final :

Vitesse du Vitesse du CdgCdg et non de A !!!et non de A !!!�

AARSG RSVm )/(;/ σ∈
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c) Changement de pointc) Changement de point ::

Supposons le torseur cinétique précédent défini au point AA

=)/( RSBσ dmVBM RSMs
×∧ ∈∫ /

dmVAMBA ×∧+∫ )(

et cherchons à l’écrire en BB.

=
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dmVAMBA RSMs
×∧+ ∈∫ /)(

∫∫ ×∧+×∧ ∈∈ s RSMs RSM dmVAMdmVBA //

R/SA∈∈∈∈σσσσ

=

=

R/SGVm ∈∈∈∈
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d’où finalement :

)/(.)/()/( RSVmBARSRS GAB ∧+=σσ

Résultante cinétiqueRésultante cinétique
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Formule de changement de point classique donc on 

peut effectivement parler de torseur cinétiquetorseur cinétique
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But cherché:But cherché:

d) Cas du solided) Cas du solide ::

Repartons de la définition du moment cinétique :

=)/( RSAσ dmVAM RSMs
×∧ ∈∫ /

dmMAVAM RSRSA .)( // Ω∧+∧ ∈∫

trouver un calcul simple du moment cinétique.

=
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dmMAVAM RSRSAS
.)( // Ω∧+∧ ∈∫=

soit en développant :

( ) dmAMAMdmVAM
s RSs RSA .. // ∫∫ ∧Ω∧+∧ ∈=

RSSAI /),( Ω∫ ∈∧
s RSAVdmAM /

AGm
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d’où finalement :d’où finalement :

RSARSA VAGmSAIRS // ..),()/( ∈∈∈∈∧∧∧∧++++ΩΩΩΩ====σσσσ
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RSARSA VAGmSAIRS // ..),()/( ∈∈∈∈∧∧∧∧++++ΩΩΩΩ====σσσσ
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Premier cas particulier :Premier cas particulier :

� Le point AA est confondu avec le
centre de gravité GG.

RSARSA VAGmSAIRS // ..),()/( ∈∈∈∈∧∧∧∧++++ΩΩΩΩ====σσσσ

0
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RSGRSG VGGmSGIRS // .).),()/( ∈∧+Ω=σ

R/SG )S,G(I)R/S( ΩΩΩΩσσσσ ====

☺

0
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Deuxième cas particulier :Deuxième cas particulier :

� Le point AA est fixe dans RR.

RSARSA VAGmSAIRS // ..),()/( ∈∈∈∈∧∧∧∧++++ΩΩΩΩ====σσσσ
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0
R/SAR/SA VAG.m).)S,A(I)R/S( ∈∈∈∈∧∧∧∧++++==== ΩΩΩΩσσσσ

R/SA )S,A(I)R/S( ΩΩΩΩσσσσ ====

☺
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Troisième cas particulier :Troisième cas particulier :

� La masse du solide est concentrée en
son centre de gravité GG (point matériel).

RSARSA VAGmSAIRS // ..),()/( ∈∈∈∈∧∧∧∧++++ΩΩΩΩ====σσσσ

0
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RSGRSG VGGmSGIRS // .).),()/( ∈∧+Ω=σ

G000

000

000

















0)R/S(G ====σσσσ ☺
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SynthèseSynthèse

Faire systématiquement les calculs en GG
(ou en un point fixeAA s’il existe

pour le mouvement étudié)
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RSAouG SAouGIRS /),()/( Ω=σ
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3) Le torseur dynamique3) Le torseur dynamique
a) Définitiona) Définition :: le torseur dynamique, ou torseur des

� Une résultante dynamique (ou 
quantité d’accélération) de S/RS/R.

par rapport à un repère RR est défini par :
quantités d’accélération, du solide SSdans son mouvement
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Un moment dynamique défini en 
un point (AA par exemple) de S/RS/R.
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)R/S(Aδδδδ



d’oùd’où ����☺
{ } =ARS )/(D

∫ ∫ ∈∈ ∧
s s R/SMR/SM dmAM;dm ΓΓ
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Résultante dynamiqueRésultante dynamique

∫ ∫ ∈∈ ∧
s s R/SMR/SM dmAM;dm ΓΓ

A

Moment dynamiqueMoment dynamique
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b) Autre expression de la résultante dynamiqueb) Autre expression de la résultante dynamique ::

Soit GG le centre de gravité du solide SS.

d’où en dérivant :

RSGVm /∈×=×∫ ∈ dmV
s RSM /

On a obtenu précédemment (pour la résultante cinétique) :
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d’où en dérivant :

( )
Rs RSM dmV

dt

d
/

/∫ ×∈ RRSGVm
dt

d
// )( ∈×=

Principe de conservation de la massePrincipe de conservation de la masse ConstanteConstante
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R

RSG

s R

RSM

dt

Vd
mdm

dt

Vd

/

/

/

/ )()(













×=× ∈∈∫

( )
Rs RSM dmV

dt

d
/

/∫ ×∈ RRSGVm
dt

d
// )( ∈×=

=×Γ∫ ∈ dmRSM / RSGm /∈Γ
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{ } =ARS )/(D

=×Γ∫ ∈ dm
S RSM / RSGm /∈Γ

d’où :

)/(;/ RSm ARSG δ∈Γ
A

Accélération du Accélération du CdgCdg et non de A !!!et non de A !!!�
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On peut démontrer, comme pour le torseur cinétique :

c) Changement de pointc) Changement de point ::

����

ΓΓΓΓδδδδδδδδ ∧∧∧∧++++====
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Résultante dynamiqueRésultante dynamique

Formule de changement de point classique donc 
on peut effectivement parler de torseur dynamiquetorseur dynamique.

)R/S(.mBA)R/S()R/S( GAB ΓΓΓΓδδδδδδδδ ∧∧∧∧++++====
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4) Relation entre4) Relation entre

et torseur dynamiqueet torseur dynamique
torseur cinétiquetorseur cinétique
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et torseur dynamiqueet torseur dynamique
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a) Résultantea) Résultante dynamique :dynamique :

Il va de soi que la résultante dynamique est la simple

(((( ))))d====ΓΓΓΓ

mouvement considéré) :
dérivée de la résultante cinétique (par rapport au
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(((( )))) R/R/SGR/SG V.m
dt
d

.m ∈∈∈∈∈∈∈∈ ====ΓΓΓΓ
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b) Momentb) Moment dynamique :dynamique :

Il suffit alors d’utiliser la formule suivante :

Plutôt que de conduire le calcul direct du moment

plus facile à calculer.
dynamique du moment cinétique qui est bien
accélérations) il est préférable de déduire le moment
dynamique (nécessitant la connaissance du champ des

Résultante cinétiqueRésultante cinétique
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( ) R/SGR/AR/AA VmV)R/S(
dt

d
)R/S( ∈∧+= σδ

Le point AA estest quelconque ��
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Résultante cinétiqueRésultante cinétique
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Relation entre moment dynamique et moment cinétiqueRelation entre moment dynamique et moment cinétique

=)/( RSAσ dmVAM R/SMs
×∧ ∈∫

=

( ) =RA RS
dt

d
/)/(σ ( )

R/
R/SMs

dmVAM
dt

d ×∧ ∈∫

( ) dmVAM
dt

d
s RRSM ×∧∫ ∈ //

ConservationConservation
de la massede la masse
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dérivons

= ( ) dmVAM
dts RRSM ×∧∫ ∈ //

=

de la massede la masse

( ) dmVAM
dt

d
s RSMR ×∧∫ ∈ // ( ) dmV

dt

d
AM

s RRSM ×∧+ ∫ ∈ //

RSM /∈ΓOMAO+OMAO+
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( ) dmVOMAO
dt

d
s RSMR ×∧+∫ ∈ //

( ) ( ) dmVOM
d

dmVOA
d

RSMRRSMR ×∧+×∧− ∫∫ ∈∈ ////
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( ) dmVAM
dt

d
s RSMR ×∧∫ ∈ // dmAM

s R/SM ×∧+ ∫ ∈Γ( ) =RA RS
dt

d
/)/(σ

)R/S(Aδ

( ) ( ) dmVOM
dt

dmVOA
dt s RSMRs RSMR ×∧+×∧− ∫∫ ∈∈ ////

dmVVdmVV
s R/SMR/SMs R/SMR/A ×∧+×∧− ∫∫ ∈∈∈

RSGRA VmV // ∈∧−
RésultanteRésultante
cinétiquecinétique
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D’où la formule suivante :

( ) R/A )R/S(
dt

d σ R/SGR/A VmV ∈∧+=)R/S(Aδ
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( ) / /
/

( / ) ( / )A A A R G S R
R

d
S R S R V m V

dt
δ σ ∈= + ∧
uuuuuuuuur uuuuuuuuur uuuur uuuuuur

Premier cas particulier :Premier cas particulier :

� Le point AA est confondu avec le centre de gravité.

0
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☺(((( )))) RGG RS
dt
d

RS /)/()/( σσσσδδδδ ====

0

Conservation 
masse

Torseur
cinétique

Torseur
dynamique

RelationRelation

( ) R/SGR/GR/GG VmV)R/S(
dt

d
)R/S( ∈∧+= σδ



Deuxième cas particulier :Deuxième cas particulier :

� Le point A A est fixe dans RR

ou est colinéaire à/A RV
uuuur

R/SGV ∈∈∈∈

( ) / /
/

( / ) ( / )A A A R G S R
R

d
S R S R V m V

dt
δ σ ∈= + ∧
uuuuuuuuur uuuuuuuuur uuuur uuuuuur

0
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(((( )))) RAA RS
dt
d

RS /)/()/( σσσσδδδδ ==== ☺

0
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( ) R/SGR/AR/AA VmV)R/S(
dt

d
)R/S( ∈∧+= σδ



SynthèseSynthèse

Faire systématiquement les calculs en GG
(ou en un point fixeAA s’il existe

pour le mouvement étudié)
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( )
RAouGAouG RS

dt

d
RS

/
)/()/( σδ =
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Synthèse générale
(pour le calcul du torseur dynamique)

Résultante R/SG.m ∈∈∈∈ΓΓΓΓ
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R/SG.m ∈∈∈∈ΓΓΓΓ

calcul de R/SGV ∈∈∈∈� �
puis dérivation pour obtenir R/SG∈∈∈∈ΓΓΓΓ
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Moment
(en un point DD quelconque)

)R/S(Dδδδδ
1) 1) Calculer d’abord le moment cinétique en GG :

R/SG )S,G(I)R/S( ΩΩΩΩσσσσ ====

2) 2) Dériver le résultat :

�

�
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2) 2) Dériver le résultat :

(((( )))) RGG RS
dt
d

RS /)/()/( σσσσδδδδ ====
�

�3) 3) Changer de point :

)R/S(.mDG)R/S()R/S( GGD ΓΓΓΓδδδδδδδδ ∧∧∧∧++++====
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