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1) CENTRE D'INERTIE
a) Définition :

On appelle centre d’inerti¢ou centre de gravi
solideSle pointG, unique et fixe danss défini par :

intégrale e — )
triple ” GM xdm=0
S
N

_°‘
/

(D~

M est un point « courant » qui decrit
totalement le solidé&

si solide homogéne centre de masse = centre de volume

Si g est constant : centre de masse = centre de gravité
\.
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b) Propriétés :

» Symeéine malenelle : s’il existe, pour un solidés
un element de symétrie (plan, axe), d’'un point de
vue repartition des masses, le centre d'inefde
appartient alors a cet élément de symetrie.
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B Position : soitA un point quelconque, on a:

@ < dm)= [{GA+AM |x dm

N

mXA—G = Lm x dm

/

5/14

Centre
d’inertie

Moment Matrice
d’inertie d’inertie

Solides
élémentaires



6/14

{mXA_é =jsm X dm}

Nota : si on appellg X Y. 7z ) les composantes daG
on a en projection sur les axes du repere :

& Mg = ], xoxdm
& Mxye =[], yxdm

& M2 = |, 2xdm
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p Associativite :pour un ensemble de solidesS de
masses respectives et de centres d’inerti€s, , on a :

Eim

masse totale

Centre Moment Matrice Solides
d’inertie d'inertie d’inertie élémentaires >



8/14

c) Exemple :

Symetric zmmp X =0

Par simple associativité, on aX

[(M+w+%)£=m®+%@+%@}
en projection sury et z

ou bien : (m+m,+m,)GG = m,GG, +m,GG,
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Prenons I'élément de matiere suivant :

<y

XV

z/

Préliminaire —» calcul du volume :

dv =dr.dy.r dg
-V:
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Finalement :
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Calcul de la position
du centre de gravité :

o
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| y.rdrdédy
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2) MOMENT D’INERTIE

a) Par rapport a un poin®4 :on appelle moment
d’inertiell ,(S) d’un solide Spar rapport a un
point quelconquéA :

~ 5 ™

IA(S) =[_AM "~ dm

\_ : J
L’'unité est le :

Z
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b) Par rapport a une droité :

On appelle moment d’inertié ,(S) y
d’'un solideSpar rapport a une
droite quelconqué :

Point quelconque dé 7 X
— = 2
14(S)= | (T C°AM )2, dm

!

7 _ N

= L( {HWH .sing . %i‘dm

1 HM
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d’ou finalement :

Produit scalaire

N\

N\
\

. 2
|A(s):jSHI\/I dm
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c) Exemple—> rayon de giration:
Il s’agit de la distanceR telle que I'on puisse écrire :

L'interét du rayon de giration est de donner uneditation
sur I'éloignement des masses par rapport a I'axensuwlére.

En effet deux corps peuvent avoir la méme massesnias
moments d’inertie, et donc des rayons de giratioes
differents (par exemple un tube comparé a un cyliaed
plein de méme masse mais de diametre bien plug)peti
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Justification de I'importance de la répartition des
masses par rapport a I'axe de rotation

R

Soit un cylindre de rayorr, o
de longueurL et de massen.

< L > Ri

R

Soit un tube de méme masse
et de méme longueur. — —

On noteraR; le rayon interieur etR.le rayon exterieur.
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Preliminaire : relation entre les trois rayons

méme mass‘e

d’ou -
pnR’L=pnrL(R?-R?)

soit | R =R?-R’
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[ Moment d’inertie du cylindre autour de son axje

o, = [HM “dm = [ p rdrdédy v
_r4_R 27T L 1
=px|—| x[6]5"x[yl;
_4_0
2 R?
— onLR?. = —
P 4
d’ou finalement M
| =m R_2
cyl 5
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{Moment d’'inertie du tube autour de son a>§e
mmm)> par soustraction de deux cylindres

tube

2 2
~R’+R
I FQZ

.,
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{Conclusion}

X
e
X
(D;UN
+
_;Ul\)
AJ

Q)

2 2 (D
_ R +R
Itube - IcyI X R2 —) Itube > Icyl
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[ Rayons de giratiori

R? ( RT_ - -
= M.— = MX| —
cyl
2 \V2) 1

tube

=M X

‘ Rgiration tube > IQgiration cylindre

AJ

2 2
_R’+R
cyl RZ
?

.
J¥+W\

2
N\ Z
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d) Théoreme de Huygens:

But de I'étude

On suppose connu le moment d’inertie par rapport a
un axeA passant par Geton cherche le moment
d’'inertie par rapport a un axe qui lui egparallele et
passant par un point A
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| 5 (S) = _[HI\/I - dm 2
avec HM = HK +KM Y| '

S

__ .
|5 (9 =HK". [dm+[KM". drr

Z

+2.LHKKI\/] dm
or KM =KG+GM ==p |5 (S =
d” m+1g;(S) +2.[HK .KG dm +2.[ HK .GM dm
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—> A

< Y
Uniguement dans ce sens !l!

® ® .
- I S

d’ou finalement :

A (S) = 16i(S) + m d;

(0
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3) MATRICE D’'INERTIE

La notion d’opérateur d’inertie, et la matrice quui
est associée, permet de definir completement un
solide d’un point de vue Iinertiel.

Cela permettra de caractériser son comporten
face aux accéléerations.
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a) Définition : dans un prochain cours nous aurons
besoin de calculer I'integrale suivante :

® [.AM O(QOAM )dm @

A étant un point quelconque

Le cours de mathématique permet de dire qu’il e&ist
une matrice3x3 telle que .

| _AM (Q O0AM).dm=

(& La matricel(A,S) sera appelée opéerateur d’inertie
ou maitrice d’'inertie, du solideSau pointA.
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b) Expression analytigue de la matrice d’inertie :

L'intégrale préecédente est a calculer au po#at

Pour simplifier le calcul nous allons d’abord la ¢auler
au centre du repere.

Le changement de point sera vu par la suite.

D’une facon générale I'origine du repere utilisé el&
centre de gravités.

Donc, soitG le centre du repere lie au solidgéet M un
point « courant » du solide de composan{gs vy , z)
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Remargue preliminaire : le calcul d’'un produit
vectoriel peut se faire de deux facons différentes

(X
» Classiqguement : GM [u = y | U
\Z)
p Avec une matricesx3 :
0 -, y_
GMOu=| z 0 -x|x
-y x 0
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On peut donc associer a I'opérate

(GM )

"0 - y_
Z 0 -—X
-y x 0

<
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la matrice :

d’ou le calcul possible de l'integrale initia :

en partant du centre du reper@
et non du point quelconqué.

I

Moment
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d’'od _[ GM O(QOGM) x dm
S
_ —jSGM (GM 0Q) x dm
0 -z y| | 0-z vy
:—L z 0 —x|x| z 0 —x[xQxdm
-y x 0| |-y x O
 V+Z  —xy -Xz
= L —xy  X+Z  -yz ||x Qxdmr
-XZ —yzZ X+




L'expression finale de la matrice d’inertie du sde Sau ™
point G est donc la suivante :

1(G,9) =

(2, 2 _ _
L(y +7°).dm ny.dm .szdm

2, 2 f
/ L(x +7°).dm Syzdm

7 [eeeyam

G
A -F -E
=|-F B -D
-E -D C|,

i Nota : la matrice d’inertie estoujours symetriqgue

guel que soit le point (ou la base) d’ecriture.
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c) Triedre principal d’'inertie :

Comme |la matrice d’inertie est A 0 0
réelle et symétrique, il existe .

donc (en tout point) une basH 0 B 0
ou la matrice est diagonale. 0 0 C

» Cette base particuliere est appe
triedre principal d’inertie

> A B’ C' sontlesmoments principaux d’inertie

» Si de plus cette base est centreealors le repere
ainsi forme est appelezpere central d’inertie
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d) Plan de symeétrie :

Si le planxGy est plan de
symetrie alors on peut
déecomposer le solidBen
deux parties égale§, et S,.

En faisant les calculs sur deux points symétriqudset M’
de composante&,y,z)et (X,y,-z)on obtient pourD :

D:—Lyzdm

_ {— I& y.zdm + ISZ Y-(‘Z)-dm} :@
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De méme pour le calcul de :

cz= ondit dans ce cas la que 'ax&Z
estaxe principal d’inertie
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e) Deux plans perpendiculaires de symeétrie :

Si deux plans, parmi(x G y) (y G 2) («&2z)) sont plans
de symétrie materielle alors :

la matriceen Gestdiagonale s [D =E=F= OJ

Le triedre(G x y z)est donc urtriedre principal d’inertie

o [ tenion e oo ey
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Petit test de compréehensic
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f) Axe de révolution :

Si 'axe GZ est un axe de
révolution matérielle alors la
matrice est non seulement
diagonale (conséguence de ce
qui precede) mais de plus :

Centre Moment Matrice
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Deuxieme petit test de compréhension

Solides
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gd) Changement de point—— théoreme de Huygens

On suppose connue la matrice d’inertie au centre
de gravitéG et on cherche a la calculer en un
autre pointA.

Le repere utilisé est le repeR centre enO et
relatif a la baseB.

Les composantes du poidtsont
définies par le vecteur suivant: [AG =| D
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| (A S)xQ (Q .dm

- [(AG+GM) {?i (AG +GM) }.dm

d’ou en développant :
a sortir de ’intégrale a sortir de ’intégrale

—

= [ AG(Q UAG).dm+ AG 0(Q UGM).dm

+[GM 0(Q DAG).dm-+ USG_M’ (© GM:).de

\

a sortir de l'imtgae

1(G,S).Q

Centre Moment Matrice Solides
d'inertie d’inertie d’inertie élémentaires



Centre Moment Matrice
d’inertie d’inertie d’inertie



d’ou finalement :
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Ies 3 matrlces sont dans la meme base !

~

/
| (A, S)' =1 (G, S)'
bZ + c2 -a.b —a.c
+m. -—-a.b al + c? -Db.c
—a.c -b.C a’ + b?
S L
L (a’ ' on a le méme résultat en
avec AG=|b| (&= { prenantlevecteur de @
. position GA=-AG
\ "~/ ‘
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Nota :

Pour obtenir la matrice d’'inertie en un point
guelconqueA a partir d’'un autre point quelconqué |l
suffit d’appliguer Huygens e, puis enB et de faire
ensuite la différence des deux expressions pour
éliminer I(G,S).

= I(AS)=1(G,S)+m.,
= 1(B,S)=1(G,S)+m.}

dou [ I(A,S)=1(B,S)+m .} -m. |2}
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h) Moment d’inertie par rapport a un axe en
utilisant la matrice d’inertie :

i

On suppose connaitre
la matrice d’'inertie du
solideSen un pointA.

Z

->

Soit un axe quelconqué de vecteur unitairel
et passant par ce point.
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Calculons I'expression
suivante :
(a tout hasard...)

Z

T {1 (A)XT | = T.{[AM OF DAM).dm|
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Le double produit vectoriel peut s’écrire
AC(BOC) =(A.C)xB—-(A.B)xC
donc 1. Lm O OAM).dm

. T.{L[(AM’.AM’)xT—(M.T)xm xdm}
: =1
= [+ AM 2|\/| T) AM .T}de
o [— 2 r_,__>\2
AM~ —(AM.T) }xdm

AH
oS\

— 2 —2) —2
:L{AM - AH xdm = SHM x dm :

Y,

Z\.
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finalement

14(S) =T {1(AS)xi}

méEme base pour le calcul !
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1) Changement de base :

Il est parfois necessaire de recourir a un changarhde
base, c’est a dire a un changement d’orientatimit en
restant au meme point

Soient donc deux basésetB’ relatives a
deux reperefk etR’ de méme originé0O

yly On suppose connue la matrice d'inertl(O,S)g
\ dans la bases.
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On deéfinit la matrice de passagedeB versB’
présentant en colonne les composantes des vectirs
la baseB’ exprimées dans la bas&

N - coca 0 sing
PB LB — O 1 O
—-sing 0 cosa

1T

X’ y.  Z
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" cosa 0O sing|
_—sina 0 cosa

cosa
. P'=| O
Y1y sing
\_a-y i
N
etona:

>

0
1
0

—-sing |
0
cosa
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" [1(0,9)s =P x 1(0,S), x P
E J
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4) MATRICES D’'INERTIE DE
SOLIDES ELEMENTAIRES

i Parallélépipede rectangle

i Cylindre
i CoOne
it Sphere
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Parallélépipede

au moins 2 plan
de symétrie

1(G,S)= @ M (a2 4¢2)
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Cylindre

au moins 2 plan
de symétrie

1(G,S) =

O
O,
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au moins 2 plan
de symetrie

O
5%
\

1(O,S)

3mR?
10
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1(G,S) =

Centre
d’inertie
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d’inertie

Matrice
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