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1) Rappels et définitions —=* | systeme | —

Un systeme dynamique, continu, linéaire, invariant, monovariable
est décrit par une équation differentielle lineéaire, a coeffiate
constants de la forme suivante :

C D)
d"s(t) d®s(t) ds(t)
...... t) =
a, X & + +a, X 2 +a X it +ao><s()
bmxd;j[ergt)_i_ ...... +b2x%+bl de(t)+bo e(t)
J

3,.....a, et b,.....n, sont des constantes

& " est I'ordre du systeme
_pour les systémes physiques on a toujours. <
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d"s(t) d®s(t) ds(t)
X ....ta +a,xs(t) =
andtn Zdtzaidao()
bmxddteff) +.tb, X < e(t) +, % de(t) + by, x (t)
La fonction de transfert du systeme dans le domaine de Laplace, en
se placant dans les conditions de Heaviside (conditions initiales
nulles), est alors
FT(p) = S(p) _ b, p"+.....4+b, p+b,
E(p) a,p'+...+a, p+a,
Ligl;i;s ) prop'?)(r:;[iigr:]nelle IntCGIEReRl Pger)crIT:ieer Deour)(;irime >



Caractérisation d'un signal sinusoidal

L'analyse harmonique d’'un systeme consiste a lui appliquer une

entrée e(t) sinusoidale, notee :

N

[e(t) - E, xsin(cu.t)}

; E, est I'amplitude du signal (nombre positif) de mémeité que e(t)
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Rappels et
définitions

w est la pulsation du signal en rad/s

271

Rappel : w=2Tf =——

/ (LN

/ ol \
pulsation fréquence peériode
(rad/s) (Hz ou s?) (s)
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Pour un systeme stable et une fois le regime permanentratteis:s
la sortie s(t) est également sinusoidale et de méme pulsation
Elle est plus ou moins amplifiée et plus ou moins retardee.

E o o R N, . S - - A R R W 1 S
o] e(t)
So [ 1N AN AT s(t)
t
B \y/ *
| Régime Régime
transitoire établi ou permanent
= E. xsin(c = S, xsin(ct + = At X
et) = E, sm(a,.t)] S(t) = § xsin(at 7‘¢)] avec | =Atx s
Amplitude du signal de sortié Retard exprimé rad rad/s
de méme unité que s(t) en ° ou rad
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Analyse harmonigue du régime permanent
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L'analyse harmonique d’un systeme stable s’interesse a |'évolulti
du rapport des amplitudes et du dephasage (retard) entre la sortie et
I'entrée (en régime établi) en fonction de la pulsatian.

Pour « plus de simplicité » (comme en physique) nous allons utilis
les fonctions complexes suivantes :

et) = E xel!
Q? < )
§(t) —_ SO xe](at+¢)

@swtﬂsmax

mathématigue

sm( at)

1
w
.‘*
COS

e(t) = Im(e(t))

s = 1m(sm)

er
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(e(t) = B, xe! "
S(t) = S xe" P

e(t) = Im(e(t))
s(t) = Im(s(t))

L'analyse harmonique s’intéeresse aux deux quantités :

> -
EO

» rapport des amplitudes [

s(t)
&(t)

|

» déphasage (retard) de la sortie avec I'entré @ = Arg[

2
e(t)
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Fonction de transfert harmonique S(t) S xel @9
Il est nécessaire de définir, d’'apres les| =—= = T
resultats precedents, I'expression de : e(t) E,xe

Pour cela, injectonse(t) €t(t) dans I'équation différentielle
temporelle initiale :

a"s®) sz(t) dst) , . ..
& +.....48, X 2 +ay X " +a,Xs(t) =
d™e(t d“e(t d
% dt%gh ...... +b, x dtgg)ﬂ)l e()+b0><e(t)

) | 2, (j@)"s(t)+.... 73, (j @)’ s(t) +a (j w)s(t) +apxs(t) =
b ( ) "e(t) +.....+ b, (j ) e(t) +by (j wle(t) + by x &lt)

S(t)_bm(ja))m+ ...... +b, (j &) +b,

FT(jo) =2 =
= PO ) TG ra @,
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On appelle fonction de transfert harmonigua valeur prise par la
fonction de transfert FT(p) dans le cas particulier ou la variable
symboligue de Laplace p est un imaginairepy P = J &
S(p) _ bm p"+.....+b, p+b,
E(p) a,p"+....+a, p+a,

FT(p) =

m) | FT(jo) = bm(J )" +.....4+0, (j )+,

a (ja)"+....+4a,(j @) +a,

» Le rapport des amplitudes est le module S, —‘FT( : w)‘
de la fonction de transfert harmonique : E, J

» Le déphasage (retard) de la sortie par
rapport a I'entrée est 'argument de la| 4 = Arg(FT(j cu))
fonction de transfert harmonique :
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2) Lieux (ou diagrammes) de Bode

Les diagrammes de Bode sont une représentation graphique de la
fonction de transfert harmonique FT@)

lIs sont présentés sur deux courbes distinctes en correspondance
verticale :

» |a courbe de gain (en décibel: dB) en fonction de la pulsaton

Ggg = 20%10gFT(j )

» la courbe de phase (en ° ou rad) en fonction de la pulsaton

¢ = Arg(FT(j )
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Le diagramme des phases est dessine dessous celui des:s
gains en correspondance verticale.

(1] & PR PP L SN R S

Ak e s ...... ...... TR

Gain en dB
Gainen dB

'5'3'"""'5 ...... S ....... w.en rad/s

107 10" 10° 10°

Echellesem-logarithmique

0 i i i 1 1 i i I y
0 100 200 300 400 s00 BO0O OO 800 900 1000
Echellelinéaire

=1| | Fortes variations pour| -
| | les pulsations faibles| -

_QDM.....,; ...... ST ‘ ...... L ...... ..... ]

_12|:| Eche”e abSC|SSG.3 ...... ..... i
ET=1] . mal adaptée )'éen"}'ad/s 150

180 k-! : -180

g 100 200 300 400 500 BO0 700 ©00 900 1000 10

i TR

B0 F

80 -

A0k

Phase en deg
Phase en deg
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Propriétés des lieux (diagrammes) de Bode 13/16

Une décadecorrespond a la multiplication paflOde la pulsationw

Une octavecorrespond a la multiplication paR de la pulsationw

Produit de fonctions de transfert
Supposons que 'on ait : H(j &) = F(] &) xG(] @)

20l0g|H( j )| = 20log|F( j w)xG( j w)

) < = 20log|F( j w)| + 20log|G( j w)
| Arg(H(j«)) = Arg(F(j«)xG(j«))

= Arg(F(jw)) + Arg(G( j w))

Les courbes de gain s’additionnent

) <

Les courbes de phase s’additionnent

|
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20dB
10 dB

-90°

-180°

Courbe des gains

Tracé

asymptotique
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Exemp

le

de traceé

w
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a savoir faire

graduer I'axe horizontal

-

10 50 100

placer 50 rad/s
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3) Action proportionnelle G

(gain)

U

IOdB |

wen rad/s
| .

FT(p)=K|

E(p) S(p)

—»K—»

1

b,

10

100

—

{

w
0,1 0 1 10 100
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4) Intégrateur
$
-
FT(p) =

K\
)

wen rad/s
| .

0,1

100

-20 db/decade
) | K | sy (I)
P
— | .
0,1 1 10 100
-90°
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Fr(p =X Cos - (K ).

p) = —

N y @< | wen rad/s
0,1 10 100

» Pour w=1rad/s ona: -20 db/décadé

K

G, = 20log——
dB gj><1

= 20log M

m) G =20logK

\/02 +12
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/FT( ) K Cos (K cat)

p) = —

N y @‘ | D) |en rad/:s
0.1 10 100

» Gain nul en dB pour

ja)
K
- Kl - €

| 720 db/décadd
K

j w Jo2+a?

m) =K
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4 )
K
FT(p) =~

o /

» Pente : calculons la valeur

pour une decade

G, =w, G, =10w1

wen rad/s
| | -
[ [

10 100

0,10 dB 1

-20 db/décade

mm) 20|
1 _
-20log—-20lggl— | = | G-y, — Gyo100, = 20dB
10 ]
Rappels et Lieux de Action - Premier Deuxieme
définitions Bode proportionnelle g ordre ordre >




/

o

FT(p) = —
P p) @0logk>r

K\

B Pente : calculons la valeur

pour une octave

Gw:wl B Ga):Za)l

m) 20l

wen rad/s
| .

10 100

0,10 dB 1

-20 dB/décade

——I|—20log

4 1)
-6 dB/octave
J &y | X200,

\. J

/

- 20Iog1 —20logl——
2 ] Wy

=) Ga):wl — Ga):Za)l =~ 6dB
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/

FT(p) =

K\
/
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—0% | —

- 0.1 1 10 100
» Phases:

K .

Arg[_—j =Arg(K) — Arg(j o) =0 -90°
| W
=) | ¢=-90°

Rapets ot Licte o Prenier | NS




5) Premier ordre @ 7
@ Gy, '20 dB/décads

3dB
e I
K 0dB : ““Jwen rad/s
FT( p) — | | | ¥ | >
1 10 00
1+r.p| 1
\ ’ f = 11 rad/s
E(p) K | s : f l
1+7.p 0° { | W
0,1 10 100

Tracé asymptotique C45>
Courbe réelle __
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4 N o
FT(p)=—"— | G, 029 g0 derca

- 0dB Iooen ra}d/s

0,1 1 ‘ 10
» Etude aux pulsations faibles : f

Wepssure— LT rad/s

K Pour les pulsations faibles un
> K mm) | premier ordre se comporte comme
une action proportionnelle

Aux basses pulsations on a :

I+rjw &-0
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FT(p) =

0dB| |

@ -20 dB/decadg

“fwen rad/s
|

»

0,1
» Etude aux pulsations élevées :

Aux grandes pulsation:

ona.

Dy

| W

K K

/

Wepssure— LT rad/s

Pour les pulsations élevées un
premier ordre se comporte comme
un intéqgrateur

+rjw “=* T|w
Rappels et Lieux de Action
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FT(p) = | G,

ooen rad/s

0,1
» Cassure des asymptotes :

La cassure se produlit

— C
lintersection des deux @ 1’L[ rad/s
asymptotes soit :

M—20I09L| m) 0= ZOlog\/02+(rw)
M‘Z()'OQTJC# kr@:]-- wcaswre:%
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FT(p) =

\ @ 13/17
-20 dB/décadeg
l.

» Perte en dB a la cassure

“/wen rad/s
| >

0,1

Calculons la valeur de la

D e

courbe a la cassure Weassure= LT rad/s
20log K_ = 20log K| - 20log[1+ j
1+7 |w
= 20logK — 20log+/1° +1°
1
“TT - 20logK —|20log~/2
Rappels et Lieux de
définitions Bode

Action ’ Premier Deuxiéme
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=K | @i

1+7.p 0,

. ) @ j -

» Etude des phases: 5T

Pour les pulsations faibles un
premier ordre se comporte commeams)
une action proportionnelle

Asymptote horizontale
ao°

\J
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s

K

~

FT(p) =

.

1+71

J

» Etude des phases :

Pour les pulsations élevees un
premier ordre se comporte commemsp

0,1

un intéqgrateur

@D
@D

(*)cassure_

o,

OO

Asymptote horizontale

W

a -90°
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=K | GEmsweE

1+7.p 0,

o )

0° | LN

» Etude des phases :

0,1
Point particulier

Calculons la valeur de Ia
courbe a la cassure

1
1+”wj = ArgK — Arg(1+J) —Arctar(ij

1 ‘ ¢:_450

¢ = Arg [

w =
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6) DGUXﬁme ordrﬂGOIB

4 K I
FT(p) = 57 1
+==p+=.p°
\_ “ W
K
E(p) 97 2 S(p)

” : -90°+
Trace asymptotique
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Tracé asymptotique

4 K )

FT(p) =— 7
+==p+—=.p°

N “ W

» Etude aux pulsations faibles :

2/15

-40 db/de

. 0dB] |

wen rad/s
|

| »

Aux basses pulsations on a :

1
L

»
1| [
1

100

Pour les pulsations
faibles un deuxieme

K
=~ T P T K mmp ordre se comporte
== o+ (o) * comme une
“o W action proportionnelle
Rappels et Lieux de Action Intéarateur Premier
définitions Bode proportionnelle grateu ordre
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Tracé asymptotique

4 K )

FT(p) =— 7
+==p+—=.p°

N “ W

» Etude aux pulsations élevées :

3/15

-40 db/de

. 0dB

wen rad/s
|

| »

Aux grandes pulsations
ona:

2
K%Xl
Jw W

\

I I "

100

Pour les pulsations
élevees un deuxieme
ordre se comporte

double intéqgrateur

K 'K
2Z . 1 ,. w - "oo"
I+—.Jw+——.(] W)° i(l w)Z comme un
2}
Rappels et Lieux de Action Premier

définitions Bode
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Tracé asymptotique

4 @0logh

-
K
FT(p) =— 7
+==p+—=.p°
N “b %

-40 db/de
0))

Ien rad/s

4/15

) |

0,1
» Cassure des asymptotes :

La cassure se produit al pouble

I'intersection des deu
asymptotes soit :

Wy ° Wy
20legiK| = 20log K x| — | | = 2QlegfK]+2x 20log|—

intégrateur

r

1 10 100

| W | W
= e 1l =) e 1 ) | Gasqre = Qo
VO + () 2
Rappels et Lieux de Action ’ Premier Deuxieme
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Tracé asymptotique

4 K )

FT(p) =— 7
+==p+—=.p°

N “ W

» Etude des phases :

-90°-
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Pour les pulsations faibles un

deuxieme ordre se comporte commesp

Asymptote horizontale

\J

. . ao°
une action proportionnelle
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Tracé asymptotique

4 K )
FT(p) =— 7
+==p+—=.p°
N “ W

» Etude des phases :

6/15

Pour les pulsations élevées un
deuxieme ordre se comporte commes)

Asymptote horizontale

\V

. a -180°
un double intégrateur
Rappels et Lieux de Action Intéarateur Premier Deuxieme
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Traceé réel

7/15

-40 db/de

/
K
FT(p) =— 7
1+55 p+ .p2 o0dB | | wen rad/s
a)o 0)02 | 1 | I e
- 0,1 1 10 '\ 100
La courbe réelle va s’appuyer sur les asymptotes
mm) | dessus ou dessous ?
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Traceé réel

-

K

~

FT(p) = 57 7

N

1+—. p+—.p
Wy Wy

2

J
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-40 db/dé

. 0dB

wen rad/s

0,1

Calculons le module de la fonction
de transfert harmonique :

K

FT(jaw)| =

K

1+* (J@+

~.(jo)°

2 2
+az2x| © 1"‘[
Wy

Rappels et

Lieux de

définitions Bode

Action
proportionnelle

Intégrateur

Premier
ordre

K

2 2
R Y
W W

Deuxieme
ordre

>




FT(ja)| =

(s

:

2
_2x ﬁ
Wo
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Cette fonction présente un extrémum si sa derivée s’annule

0
|

K

\

NI ¥
(f(x)] _ F'(¥)xg(x) = T(x)xg'(x)

9(%)°

K
On sait que
g(x)
AN
donc |FT(j = — 9 )
9(x)

R

Wo

]+ foz-2

Wy

wjz

k cette derivée s’annule lorsque g’'(x) s’annul#.
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g'(x) =0

= | [ef b

h(X)

On sait que

=

10/15

(\/@)’:%xh'(x)xh(x)_2 qgui s'annule quand h’(x) =0

2
2—
b0+ L xac+ 2225000 mp -2 4x[ﬂj + (222 -1)x4

Wy

EXxpression qui ne peut s’annuler (en dehors de= 0) que Si :

27°-1<0 =) z<\/§ —

7< V2
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résonance 1115

= résonance
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Traceé reel
courbe des phase
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0° W,
4 K N 0,1
FT(p) =— 1
1+==.p+—.
S Wy P a)02 p/
La courbe « s’appuie » sur les asymptotes avec une symetrie
Pour : | w= w, _ -
. K
Arg(FT(Ja,‘O)) = Arg 55 1A
I+—.Jw, +—2-(J%)
L ) w, J
- AgfR) - Arg(L+2zj<) - Arg(2z)) e | = -9C°
ESf?r?i(tailc?nse t Ligl;gse prop'?)(r:;[iico)rz]nelle IntCGIEEiy Pcr)?;?:eer I:)(:Jour)c(lir\eeme >




résonance
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4 K )
FT(p) =
1+ 27 - 1 2
ab'p cqf'p
\_ J
0,1
:
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- a SR N S .
107" 10° 10'

=50

=100

Phase (")

=150

10
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